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0. Pendahuluan

Analisis Fourier mempelajari berbagai teknik untuk menganalisis sebuah fungsi

dengan menguraikannya sebagai deret atau integral fungsi tertentu (yang sifat-sifatnya

telah kita kenal dengan baik, seperti fungsi polinom atau fungsi trigonometri). Analisis

Fourier merupakan alat yang ampuh untuk memecahkan berbagai masalah, khususnya

masalah yang berbentuk persamaan diferensial parsial yang muncul dalam sains dan

ilmu rekayasa, dan tentunya untuk menganalisis signal seperti signal suara dan citra.

Materi buku ini terbagi atas dua bagian. Bagian pertama akan meliputi deret

dan transformasi Fourier serta penggunaannya, yang merupakan materi klasik, seba-

gaimana dibahas dalam buku “Fourier Analysis and Its Applications” karangan G.B.

Folland (Wadsworth, 1992). Sementara itu pada bagian kedua kita akan berkenalan

dengan wavelet, materi yang relatif baru dan sedang ‘in’ dewasa ini. Bagian kedua

akan menyinggung pula dasar-dasar pemrosesan signal dan penggunaan wavelet dalam

bidang tersebut.

Untuk memahami materi buku ini, Anda diasumsikan telah menguasai materi Anal-

isis Real (yang membahas konsep himpunan, bilangan real, fungsi, barisan, turunan, dan

integral Riemann) dan Aljabar Linear Elementer (yang membahas ruang vektor, hasil-

kali skalar, dan lain-lain). Akan lebih menguntungkan bila Anda telah pula mempelajari

Fungsi Kompleks, namun ini bukan suatu keharusan.

0.1 Notasi dan istilah, bilangan kompleks

Sebelum kita masuk ke materi utama, ada baiknya kita sepakati terlebih dahulu

sejumlah notasi dan istilah yang akan kita pakai berulang-ulang.

Himpunan semua bilangan asli {1, 2, 3 . . .} dinyatakan sebagai N, sementara him-

punan semua bilangan bulat {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} dituliskan sebagai Z. Himpunan
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semua bilangan real dinyatakan sebagai R, sementara himpunan semua bilangan kom-

pleks dituliskan sebagai C. Notasi berikut menyatakan interval di R:

[a, b] := {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}, (a, b) := {x ∈ R : a < x < b},

[a, b) := {x ∈ R : a ≤ x < b}, (a, b] := {x ∈ R : a < x ≤ b}.

Pada umumnya kita akan bekerja dengan fungsi dari R ke C, yakni fungsi yang

terdefinisi di R (biasanya pada suatu interval di R) dan bernilai kompleks. Namun

sesekali kita akan membahas pula fungsi peubah banyak yang terdefinisi di Rd (d ∈ N)

dan bernilai kompleks. Di sini Rd menyatakan himpunan semua titik x = (x1, . . . , xd)

dengan xj ∈ R, j = 1, . . . , d.

Mengingat bahwa kita akan senantiasa berhadapan dengan fungsi yang bernilai

kompleks, di bawah ini kita tinjau kembali sejumlah sifat dasar bilangan kompleks,

yang mungkin telah Anda pelajari dalam kuliah Fungsi Kompleks.

Bilangan kompleks dapat disajikan sebagai z := a + bi dengan a, b ∈ R dan i

adalah bilangan imajiner yang memenuhi i2 = −1. (Terdapat dua akar persamaan

z2 = −1, bilangan i merupakan akar utama-nya.) Dalam hal ini a disebut bagian real

dari z, ditulis Re(z) := a; sementara b disebut bagian imajiner dari z, ditulis Im(z) := b.

Penjumlahan dan perkalian dua buah bilangan kompleks dapat dilakukan seperti halnya

terhadap dua buah bilangan real:

(a+ bi) + (c+ di) := (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi)(c+ di) := (ac− bd) + (bc+ ad)i.

Himpunan semua bilangan kompleks C dapat dipandang sebagai bidang R2 (li-

hat Gambar 0.1). Modulus bilangan kompleks z = a + bi, ditulis |z|, diberikan oleh

|z| :=
√
a2 + b2, yang menyatakan jarak Euclid dari z ke 0. Sebagaimana di R, kita

mempunyai Ketaksamaan Segitiga di C: untuk setiap z1, z2 ∈ C berlaku

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

Diberikan bilangan kompleks z, kita mempunyai z̄, yang menyatakan konjugasi

atau kawan dari z, yakni z̄ := a− bi. Untuk setiap z ∈ C, berlaku

Re(z) =
1

2
(z + z̄), Im(z) =

1

2i
(z − z̄),
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|z|2 = zz̄, z real j.h.j. z = z̄.

(Catatan: Di sini ‘j.h.j.’ merupakan singkatan dari ‘jika dan hanya jika’.)

Gambar 0.1: Bidang Kompleks

Sebagai alternatif, bilangan kompleks sering pula dituliskan dalam bentuk polar:

z := reiθ,

dengan r = |z| dan θ = arg(z) = sudut yang dibentuk vektor z dengan sumbu real

positif. Kita mempunyai rumus Euler:

eiθ = cos θ + i sin θ.

Sebagai contoh, untuk θ = π, kita mempunyai eiπ = −1, sebuah persamaan yang

melibatkan empat bilangan penting yaitu 1, i, e, dan π serta tanda minus.

Berbeda dari polinom real, setiap polinom kompleks senantiasa mempunyai akar,

sebagaimana dijamin oleh teorema berikut:

Teorema A (Teorema Dasar Aljabar). Misalkan P (z) := a0 + a1z+ · · ·+ anz
n dengan

an 6= 0 dan n ∈ N. Maka, terdapat bilangan α ∈ C sedemikian sehingga P (α) = 0.
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0.2 Ruang Hilbert

Ruang Hilbert merupakan abstraksi alami dari R3, yang memiliki struktur linear

vektor, hasilkali dalam, dan sifat kelengkapan.

Misalkan H ruang vektor atas C. Pemetaan 〈·, ·〉 : H ×H → C yang memenuhi

(i) 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉 ∀x, y, z ∈ H, α, β ∈ C,

(ii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ∀x, y ∈ H,

(iii) 〈x, x〉 ≥ 0 ∀x ∈ H,

(iv) 〈x, x〉 = 0 j.h.j. x = 0,

disebut hasilkali dalam pada H. Ruang vektor H atas C yang dilengkapi dengan hasil-

kali dalam 〈·, ·〉 disebut ruang hasilkali dalam.

Pada ruang hasilkali dalam H dengan hasilkali dalam 〈·, ·〉, kita dapat mendefini-

sikan norma

‖x‖ := 〈x, x〉1/2,

yang memenuhi keempat sifat berikut:

(i) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ H,

(ii) ‖x‖ = 0 j.h.j. x = 0,

(iii) ‖αx‖ = |α| ‖x‖ ∀x ∈ H, α ∈ C,

(iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ H (Ketaksamaan Segitiga).

Ketaksamaan Segitiga di atas dapat dibuktikan dengan menggunakan Ketaksamaan

Cauchy-Schwarz:

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖, ∀x, y ∈ H.

Selanjutnya, untuk setiap x, y ∈ H, berlaku

Hukum Jajarangenjang: ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2);

Kesamaan Polarisasi: 〈x, y〉 = 1
4

[
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2

]
.

Pada ruang hasilkali dalam H yang telah dilengkapi dengan norma ‖ · ‖ kita dapat

pula mendefinisikan metrik

d(x, y) := ‖x− y‖,

yang memenuhi keempat sifat berikut:
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(i) d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ H,

(ii) d(x, y) = 0 j.h.j. x = y,

(iii) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ H,

(iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀x, y, z ∈ H (Ketaksamaan Segitiga).

Sebagai ruang metrik atau ruang bernorma, H dikatakan lengkap apabila setiap

barisan Cauchy (xn) diH, yang memenuhi d(xm, xn)→ 0 (m,n→∞), konvergen dalam

norma ke suatu titik x ∈ H, yakni d(xn, x) = ‖xn−x‖ → 0 (n→∞). Ruang bernorma

yang lengkap disebut ruang Banach. Ruang hasilkali dalam H disebut ruang Hilbert

apabila ia, sebagai ruang bernorma, merupakan ruang Banach. Contoh klasik ruang

Hilbert adalah Cd, himpunan semua titik (z1, . . . , zd) dengan zj ∈ C, j = 1, . . . , d,

yang dilengkapi dengan hasilkali dalam baku 〈z, w〉 :=
∑d
j=1 zjw̄j .

Pembahasan tentang ruang Hilbert yang lebih mendalam dapat pula ditemui mi-

salnya dalam buku “An Introduction to Hilbert Space” karangan N. Young (Cambridge

Univ. Press, 1988).

0.3 Ukuran Lebesgue di R

Dalam Analisis Real, Anda telah mempelajari konsep integral Riemann. Dalam ku-

liah ini kita akan bekerja dengan integral Lebesgue, yang merupakan suatu perumuman

dari integral Riemann. Walaupun Anda tidak akan dituntut untuk memahami kon-

sep integral Lebesgue secara mendalam, ada baiknya Anda berkenalan dengan konsep

ukuran Lebesgue yang mendasarinya pada kesempatan ini.

Panjang interval terbatas I ⊆ R yang mempunyai titik ujung a dan b didefinisikan

sebagai |I| := b − a. Panjang interval tak terbatas didefinisikan sebagai ∞. Sekarang

misalkan A suatu himpunan di R. Keluarga terbilang interval {Ij} dikatakan meliputi

A apabila A ⊆
⋃
j Ij . Ukuran luar A kemudian didefinisikan sebagai

m∗(A) := inf{
∑
j |Ij | : {Ij} meliputi A}.

Jelas bahwa ukuran luar sebuah interval sama dengan panjangnya, yakni m∗(I) = |I|.

Tidak tertutup kemungkinan terjadi m∗(A) = ∞ untuk suatu A ⊆ R. Secara umum,

m∗(A) ∈ [0,∞].
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Himpunan A ⊆ R dikatakan terukur apabila untuk setiap ε > 0 terdapat himpunan

tertutup F ⊆ A dan himpunan terbuka G ⊇ A sedemikian sehingga m∗(G \ F ) < ε.

(Himpunan H dikatakan terbuka di R apabila untuk setiap x ∈ H terdapat δ > 0

sedemikian sehingga (x − δ, x + δ) ⊆ H; dan H dikatakan tertutup apabila R \ H

terbuka.)

Tidak terlalu sukar untuk memeriksa bahwa: jika A terukur, maka A′ juga terukur;

jika A dan B terukur, maka A ∩ B juga terukur; dan jika Ak terukur untuk setiap

k ∈ N, maka
⋃
k∈NAk juga terukur. Keluarga himpunan M = {A ⊆ R : A terukur}

merupakan suatu aljabar-σ, yakni memenuhi:

(i) A ∈M⇒ A′ ∈M,

(ii) A,B ∈M⇒ A ∩B ∈M,

(iii) Ak ∈M, k ∈ N⇒
⋃
k∈NAk ∈M.

Keluarga M memuat semua himpunan terbuka, himpunan tertutup, himpunan Fσ

(gabungan sejumlah terbilang himpunan tertutup), dan himpunan Gδ (irisan sejumlah

terbilang himpunan terbuka) di R. Fungsi m∗ yang dibatasi pada M dikenal sebagai

ukuran Lebesgue pada R, biasa dilambangkan dengan m.

Himpunan A ⊆ R dikatakan berukuran nol apabila m∗(A) = 0. Himpunan beru-

kuran nol jelas terukur, dengan m(A) = m∗(A) = 0. Setiap himpunan terbilang jelas

merupakan himpunan berukuran nol.

Suatu sifat atau pernyataan P pada R dikatakan berlaku hampir di mana-mana

(h.d.m.) apabila P berlaku pada seluruh R kecuali pada suatu himpunan berukuran

nol. Sebagai contoh, fungsi f : R→ R yang didefinisikan oleh f(x) := 0 jika x irasional

dan f(x) := 1 jika x rasional, dapat dikatakan sama dengan nol hampir di mana-mana.

Himpunan berukuran nol mempunyai peran yang cukup penting dalam teori inte-

gral. Misalnya kita mempunyai teorema berikut:

Teorema B (Kriteria keterintegralan Riemann). Misalkan f : [a, b] → R terbatas.

Maka, f terintegralkan Riemann pada [a, b] jika dan hanya jika f kontinu pada [a, b]

kecuali pada suatu himpunan berukuran nol.

Dengan konsep ukuran Lebesgue, integral Riemann dapat diperumum menjadi in-

tegral Lebesgue — namun kita tidak akan membahasnya di sini. Pada umumnya kita
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akan bekerja dengan fungsi yang kontinu hampir di mana-mana, dan dalam hal ini in-

tegral Lebesgue dapat dianggap sebagai integral Riemann. Beberapa teorema, seperti

halnya teorema Fubini dan teorema Lebesgue tentang kekonvergenan barisan fungsi

yang terdominasi, akan kita pakai begitu saja bilamana diperlukan. Bila pembaca ingin

memahami konsep ukuran dan integral Lebesgue lebih jauh, silakan baca buku “Real

Analysis” karangan H.L. Royden (Prentice Hall, 1988), “Real and Complex Analysis”

karangan W. Rudin (McGraw- Hill, 1986), atau buku lain yang membahas hal ini.

0.4 Soal latihan

1. Buktikan bahwa |z − 1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| untuk setiap z1, z2 ∈ C.

2. Buktikan ketaksamaan Cauchy-Schwarz di ruang hasilkali dalam (H, 〈·, ·〉):

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖, x, y ∈ H.

3. (a) Buktikan bahwa himpunan A := {1, 2, . . . , 10} berukuran nol.

(b) Buktikan bahwa himpunan semua bilangan asli N berukuran nol.

(c) Buktikan bahwa himpunan semua bilangan rasional Q berukuran nol.
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1. Mengapa Deret Fourier

Di bawah ini diberikan dua contoh pemicu materi deret Fourier. Kedua contoh yang

dipilih untuk dikemukakan di sini berkaitan dengan persamaan difusi atau persamaan

panas untuk seutas kawat yang mengalami perubahan panas.

1.1 Persamaan panas untuk kawat lurus

Misalkan kita mempunyai seutas kawat yang panjangnya L dan penampangnya ber-

bentuk lingkaran, terinsulasi pada permukaannya (sehingga suhu hanya dapat keluar

atau masuk melalui kedua ujungnya), dan suhu pada kedua ujungnya dipertahankan

tetap sama dengan nol.

——————————
0 L

Gambar 1.1: Kawat [0, L]

Bila kawat tersebut kemudian mengalami perubahan panas (katakan karena di-

panasi), maka suhu pada kawat tersebut akan memenuhi persamaan panas atau per-

samaan difusi

ut = kuxx

dengan syarat batas

u(0, t) = u(L, t) = 0.

Di sini u(x, t) menyatakan suhu kawat pada posisi x ∈ [0, L] dan saat t ≥ 0, ut turunan

parsial terhadap t, dan uxx turunan parsial kedua terhadap x; sementara k adalah

konstanta difusi.
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Dengan pemisahan peubah, kita misalkan u(x, t) := X(x)T (t). Maka, kita akan

peroleh

X(x)T ′(t) = kX ′′(x)T (t)

X(0) = X(L) = 0.

Dengan membagi kedua ruas persamaan dengan kX(x)T (t), kita dapatkan

T ′(t)

kT (t)
=
X ′′(x)

X(x)
.

Karena ruas kiri hanya bergantung pada t, sementara ruas kanan hanya bergantung

pada x, kedua ruas tersebut mestilah sama dengan suatu konstanta A, sehingga

T ′(t) = AkT (t), (1)

X ′′(x) = AX(x). (2)

Persamaan (1) merupakan persamaan diferensial biasa orde 1 (dalam t); solusi

umumnya adalah

T (t) = C0e
Akt, t ≥ 0.

Sementara itu, persamaan (2) merupakan persamaan diferensial biasa orde 2 (dalam x);

solusi umumnya adalah

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx, 0 ≤ x ≤ L,

dengan λ =
√
−A menyatakan bilangan kompleks yang memenuhi persamaan λ2 +A =

0. (Secara umum A merupakan konstanta kompleks.)

Persyaratan X(0) = 0 memaksa C1 = 0, dan X(L) = 0 memberikan C2 sinλL = 0.

Dengan menganggap C2 6= 0, kita peroleh sinλL = 0 yang berarti bahwa λL = nπ dan

karenanya A = −
(
nπ
L

)2
, dengan n ∈ Z. Namun kita di sini cukup mengambil n ∈ N

mengingat kasus n = 0 hanya menghasilkan solusi nol dan penggantian n dengan −n

sama saja dengan penggantian C2 dengan −C2. Dengan demikian kita peroleh solusi

un(x, t) = e−(nπL )2kt sin
nπx

L
, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0,



Analisis Fourier dan Wavelet 17

untuk setiap n ∈ N. Dengan mengambil kombinasi linearnya dan dengan proses limit,

kita mempunyai solusi yang berbentuk deret

u(x, t) =
∞∑
n=1

ane
−(nπL )2kt sin

nπx

L
, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0,

dengan an ∈ R untuk setiap n ∈ N.

Misalkan, sebagai informasi tambahan, diketahui syarat awal u(x, 0) := f(x), x ∈

[0, L]. Solusi di atas akan memenuhi syarat ini jika dan hanya jika koefisien an memenuhi

f(x) =
∞∑
n=1

an sin
nπx

L
, 0 ≤ x ≤ L.

Masalahnya kemudian adalah adakah an yang memenuhi persamaan ini dan, bila ada,

bagaimana menentukannya.

1.2 Persamaan panas untuk kawat melingkar

Misalkan kawat tadi ditekuk sehingga membentuk lingkaran (dengan kedua ujung-

nya bertemu) dan kita ingin mengetahui distribusi panas pada kawat bila kawat tersebut

dipanasi. Di sini posisi setiap titik ditentukan oleh sudut θ (yang diukur terhadap sumbu

acuan) dan suhu di titik tersebut pada saat t adalah u(θ, t).

Gambar 1.2: Kawat Melingkar

Karena jarak linear pada lingkaran sebanding dengan jarak sudut (x = rθ, dengan

r menyatakan jari-jari lingkaran), persamaan difusi ut = kuxx menjadi

ut = k0uθθ
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dengan k0 := k
r2 . Dengan menuliskan u(θ, t) := Θ(θ)T (t), kita peroleh (seperti sebelum-

nya)

T (t) = C0e
Ak0t, t ≥ 0,

Θ(θ) = C1 cos θ
√
−A+ C2 sin θ

√
−A, θ ∈ R,

untuk suatu konstanta kompleks A.

Sekarang kita tidak mempunyai persyaratan batas karena lingkaran tidak berujung.

Namun, mengingat θ dan θ + 2nπ menyatakan sebuah titik yang sama, fungsi Θ(θ)

mestilah periodik dengan periode 2π:

Θ(θ + 2nπ) = Θ(θ) ∀ θ ∈ [0, 2π), n ∈ Z.

Syarat ini tidak ‘membunuh’ C1 ataupun C2, tetapi memaksa
√
−A = n ∈ N ∪ {0},

sehingga pada akhirnya kita dapatkan solusi yang berbentuk

u(θ, t) =
∞∑
n=0

(an cosnθ + bn sinnθ)e−n
2k0t, θ ∈ R, t ≥ 0.

Jika diketahui syarat awal u(θ, 0) := f(θ), maka kita peroleh

f(θ) =
∞∑
n=0

(an cosnθ + bn sinnθ), θ ∈ R.

Masalahnya lagi-lagi adalah apakah f , yang merupakan fungsi periodik dengan periode

2π, dapat dinyatakan sebagai deret seperti di atas dan, bila dapat, bagaimana menen-

tukan koefisien an dan bn yang memenuhi persamaan tersebut.

Deret trigonometri pada ruas kanan persamaan di atas kelak disebut sebagai deret

Fourier, sementara bilangan-bilangan an dan bn (yang bergantung pada fungsi f yang

diberikan) disebut sebagai koefisien Fourier. Tanda “ = ” pada persamaan tersebut

berarti bahwa deret pada ruas kanan konvergen ke nilai fungsi f di titik θ. Secara

umum, kekonvergenan ini hanya berlaku hampir di mana-mana, tidak ‘titik demi titik’.

1.3 Soal latihan

1. Tinjau persamaan gelombang utt = c2uxx untuk seutas kawat yang panjangnya L,

dengan syarat batas

u(0, t) = u(L, t) = 0
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dan syarat awal

u(x, 0) = f(x) dan ut(x, 0) = g(x).

Dengan pemisahan peubah, peroleh solusi berupa deret

u(x, t) =
∞∑
n=1

sin
nπx

L

(
an cos

nπct

L
+ bn sin

nπct

L

)
, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0,

dengan an memenuhi

f(x) =
∞∑
n=1

an sin
nπx

L
, 0 ≤ x ≤ L,

dan bn memenuhi

g(x) =

∞∑
n=1

nπc

L
bn sin

nπx

L
, 0 ≤ x ≤ L.
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2. Deret Fourier

Pada bab ini kita akan membahas deret Fourier dari fungsi periodik. Pendekatan

yang dipilih dalam diktat ini sama dengan pendekatan dalam buku “Fourier Analysis

and Its Applications” karangan G.B. Folland (Wadsworth, 1992).

Untuk kemudahan kita akan lebih banyak bekerja dengan fungsi eksponensial kom-

pleks eiθ daripada fungsi trigonometri cos θ dan sin θ. Ingat bahwa fungsi-fungsi ini

terkait oleh rumus

eiθ = cos θ + i sin θ,

cos θ =
1

2
(eiθ + e−iθ) dan sin θ =

1

2i
(eiθ − e−iθ).

Kelebihan fungsi cosinus dan sinus adalah bahwa mereka bernilai real dan mempunyai

sifat simetri, sementara kelebihan fungsi eksponensial adalah rumus turunan (eiθ)′ =

ieiθ dan rumus jumlah ei(θ+φ) = eiθeiφ yang relatif lebih sederhana.

2.1 Deret Fourier dari fungsi periodik

Misalkan f(θ) adalah sebuah fungsi bernilai kompleks yang terdefinisi pada R se-

demikian sehingga

f(θ + 2π) = f(θ) ∀ θ ∈ R,

yakni f periodik dengan periode 2π. Asumsikan pula bahwa f terintegralkan Riemann

pada sebarang interval terbatas. (Ini dipenuhi bila f terbatas dan kontinu kecuali pada

suatu himpunan berukuran nol).

Kita ingin mengetahui kapankah f dapat diuraikan sebagai deret

f(θ) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnθ + bn sinnθ).

Di sini 1
2a0 merupakan koefisien fungsi konstan 1 = cos 0θ, dan faktor 1

2 sengaja diikut-

sertakan untuk alasan yang akan kita lihat nanti. Tidak ada b0 karena sin 0θ = 0.
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Menggunakan rumus di atas, persamaan tadi dapat dituliskan sebagai

f(θ) =

∞∑
n=−∞

cne
inθ

dengan

c0 =
1

2
a0; cn =

1

2
(an − ibn) dan c−n =

1

2
(an + ibn), n ∈ N

atau

a0 = 2c0; an = cn + c−n dan bn = i(cn − c−n), n ∈ N.

Untuk menjawab pertanyaan di atas, kita mencoba terlebih dahulu mencari syarat

perlunya. Jika kita mempunyai persamaan di atas, bagaimana koefisien cn dapat di-

hitung dalam f? Dengan mengalikan kedua ruas dengan e−ikθ (k ∈ Z), kemudian

integralkan dari −π sampai π, kita peroleh (dengan menganggap bahwa integral deret

sama dengan deret integral)∫ π

−π
f(θ)e−ikθdθ =

∞∑
n=−∞

cn

∫ π

−π
ei(n−k)θdθ.

Tetapi untuk n 6= k ∫ π

−π
ei(n−k)θdθ =

1

i(n− k)
ei(n−k)θ

∣∣∣π
−π

= 0,

sementara untuk n = k ∫ π

−π
ei(n−k)θdθ =

∫ π

−π
dθ = 2π.

Jadi satu-satunya suku yang bertahan dalam deret tadi adalah suku ke-k, sehingga kita

dapatkan ∫ π

−π
f(θ)e−ikθdθ = 2πck.

Dengan menamai kembali k sebagai n, kita peroleh rumus untuk koefisien cn, yakni

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(θ)e−inθdθ, n ∈ Z.

Dari sini kita peroleh

a0 = 2c0 =
1

π

∫ π

−π
f(θ)dθ
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dan untuk n = 1, 2, 3, . . .

an = cn + c−n =
1

π

∫ π

−π
f(θ) cosnθdθ

bn = i(cn − c−n) =
1

π

∫ π

−π
f(θ) sinnθdθ.

Perhatikan bahwa rumus untuk an berlaku pula untuk n = 0 karena faktor 1
2 yang

sengaja telah kita ikutsertakan sejak awal. (Jadi inilah alasannya mengapa ada faktor

1
2 di depan a0.)

Selanjutnya, jika f periodik dengan periode 2π dan terintegralkan pada [−π, π],

maka bilangan cn, atau an dan bn, sebagaimana dirumuskan di atas, disebut sebagai

koefisien Fourier dari f , sementara deret
∞∑

n=−∞
cne

inθ atau
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnθ + bn sinnθ)

disebut sebagai deret Fourier dari f .

Catat bahwa yang telah kita dapatkan saat ini baru syarat perlunya saja, belum

syarat cukup. Yakni, jika kita mempunyai sebuah fungsi f yang periodik dengan periode

2π dan terintegralkan pada [−π, π], maka kita dapat menghitung koefisien-koefisien

Fourier dan deret Fourier dari fungsi tersebut. Namun pertanyaan apakah f sama

dengan deret Fouriernya, atau apakah deret Fourier dari f konvergen (titik demi titik)

ke f , sama sekali belum terjawab.

2.2 Contoh Deret Fourier dan Ketaksamaan Bessel

Sebelum kita menjawab pertanyaan penting tadi, kita tinjau terlebih dahulu dua

buah contoh berikut.

Contoh 1. Misalkan f periodik dengan periode 2π dan

f(θ) := |θ|, −π ≤ θ ≤ π.

Maka, dengan mengingat bahwa f merupakan fungsi genap, kita peroleh a0 = π, an =

2
π

(−1)n−1
n2 dan bn = 0 untuk setiap n ∈ N. Perhatikan bahwa (−1)n − 1 = 0 bila n

genap, dan (−1)n− 1 = −2 bila n ganjil. Dengan demikian deret Fourier dari f adalah

π

2
− 4

π

∑
n=1,3,5,...

1

n2
cosnθ.
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Gambar2.2a: Jumlah parsial deret Fourier dari f(θ) := |θ|

Gambar di atas mengindikasikan bahwa deret Fourier dari f konvergen ke fungsi f

secara ‘titik demi titik’. Hal ini akan kita justifikasi pada bab berikutnya.
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Contoh 2. Misalkan g periodik dengan periode 2π dan

g(θ) := θ, −π < θ ≤ π.

Maka c0 = 0 dan cn = (−1)n+1

in untuk setiap n 6= 0. Jadi deret Fourier dari g adalah

∑
n 6=0

(−1)n+1

in
einθ

atau, mengingat (−1)n = (−1)−n dan einθ

in + e−inθ

−in = 2
n sinnθ,

2

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sinnθ.

Gambar 2.2b: Jumlah parsial deret Fourier dari g(θ) := θ
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Perhatikan bagaimana deret Fourier dari g menghampiri fungsi g, khususnya di

titik-titik diskontinuitas g. Apa yang sebenarnya terjadi akan dijelaskan pada bab

berikutnya. (Pelajari pula tentang fenomena Gibbs pada §5.4.)

Ketaksamaan berikut memberikan suatu hampiran untuk koefisien Fourier, yang

kelak diperlukan dalam pembahasan kekonvergenan deret Fourier.

Teorema A (Ketaksamaan Bessel). Jika f periodik dengan periode 2π dan terinte-

gralkan Riemann pada [−π, π], maka koefisien Fourier cn yang ditentukan oleh rumus

di atas memenuhi ketaksamaan

∞∑
n=−∞

|cn|2 ≤
1

2π

∫ π

−π
|f(θ)|2dθ.

Catatan. Keterintegralan |f |2 terjamin karena |f |2 kontinu kecuali pada suatu him-

punan berukuran nol, seperti halnya f . Selanjutnya, mengingat |a0|2 = 4|c0|2 dan

|an|2 + |bn|2 = 2(|cn|2 + |c−n|2) untuk n ≥ 1, kita peroleh

1

4
|a0|2 +

1

2

∞∑
n=1

(|an|2 + |bn|2) =
∞∑

n=−∞
|cn|2 ≤

1

2π

∫ π

−π
|f(θ)|2dθ.

Bukti. Karena |z|2 = zz̄, maka untuk setiap θ ∈ [−π, π] dan N ∈ N berlaku

|f(θ)−
N∑

n=−N
cne

inθ|2 = |f(θ)|2−
N∑

n=−N
[cnf(θ)einθ−c̄nf(θ)e−inθ]+

N∑
m,n=−N

cmc̄ne
i(m−n)θ.

Bagi kedua ruas dengan 2π dan integralkan pada [−π, π] (dengan mengingat rumus

koefisien cn pada §2.1), untuk memperoleh

1

2π

∫ π

−π
|f(θ)−

N∑
n=−N

cne
inθ|2dθ =

1

2π

∫ π

−π
|f(θ)|2dθ −

N∑
n=−N

|cn|2.

Karena integral di ruas kiri tak mungkin negatif, maka

1

2π

∫ π

−π
|f(θ)|2dθ ≥

N∑
n=−N

|cn|2,

dan ini berlaku untuk setiap N ∈ N. [QED]
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Akibat B (Lemma Riemann-Lebesgue). Koefisien Fourier cn menuju 0 bila |n| → ∞.

Koefisien Fourier an dan bn menuju 0 bila n→∞.

Bukti. Karena |an|2, |bn|2, dan |cn|2 merupakan suku ke-n dari suatu deret yang kon-

vergen, mereka menuju 0 dan demikian pula halnya dengan an, bn, dan cn. [QED]

2.3 Soal latihan

1. Verifikasi hubungan antara an, bn, dan cn yang dibahas pada §2.1, yakni

c0 =
1

2
a0; cn =

1

2
(an − ibn) dan c−n =

1

2
(an + ibn), n ∈ N

atau

a0 = 2c0; an = cn + c−n dan bn = i(cn − c−n), n ∈ N.

2. (a) Verifikasi hasil perhitungan koefisien an dan bn pada Contoh 1.

(b) Verifikasi hasil perhitungan koefisien cn pada Contoh 2.

3. Misalkan h = h(θ) fungsi periodik dengan periode 2π dan

h(θ) :=

{
1, jika 0 ≤ θ ≤ π,
−1, jika −π < θ < 0.

Tentukan deret Fourier dari h, lalu sketsalah grafik jumlah parsial pertama dan

kedua dari deret tersebut.

4. Verifikasi hubungan antara |an|, |bn|, dan |cn| yang dinyatakan sebagai Catatan di

bawah Teorema A.
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3. Kekonvergenan Deret Fourier

Sekarang kita akan membahas kekonvergenan deret Fourier, khususnya kekonverge-

nan titik demi titik. Melalui Contoh 2 yang dibahas pada bab sebelumnya kita menge-

tahui bahwa secara umum deret Fourier dari suatu fungsi tidak selalu konvergen titik

demi titik ke fungsi semula, khususnya di titik di mana fungsi tersebut diskontinu. Na-

mun, kita akan melihat bila fungsi tersebut memenuhi sejumlah hipotesis tertentu, maka

deret Fourier-nya akan konvergen titik demi titik.

3.1 Jumlah parsial dan intuisi melalui kernel Dirichlet

Untuk menjawab pertanyaan apakah deret

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnθ + bn sinnθ)

atau deret
∞∑

n=−∞
cne

inθ,

dengan an, bn, dan cn sebagaimana diberikan sebelumnya, konvergen ke f(θ), kita tinjau

jumlah parsialnya, yakni

SfN (θ) :=

N∑
n=−N

cne
inθ =

1

2
a0 +

N∑
n=1

(an cosnθ + bn sinnθ).

(Ketika kita bekerja dengan bentuk eksponensial, kita sepakat bahwa kita senantiasa

menyatukan suku einθ dan e−inθ. Itu sebabnya kita harus menyelidiki jumlah parsial

‘simetris’ di atas.)

Jika kita substitusikan rumus untuk cn ke dalam jumlah parsial tadi, maka kita

akan mendapatkan

SfN (θ) =
1

2π

N∑
n=−N

∫ π

−π
f(ψ)ein(θ−ψ)dψ =

1

2π

N∑
n=−N

∫ π

−π
f(ψ)ein(ψ−θ)dψ.
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Selanjutnya, dengan substitusi peubah φ := ψ − θ dan mengingat bahwa f periodik

dengan periode 2π, kita peroleh

SfN (θ) =
1

2π

N∑
−N

∫ π+θ

−π+θ

f(θ + φ)einφdφ =
1

2π

N∑
−N

∫ π

−π
f(θ + φ)einφdφ.

Karena
∑N
−N
∫ π
−π . . . =

∫ π
−π
∑N
n=−N . . ., kita dapat menuliskan

SfN (θ) =

∫ π

−π
f(θ + φ)DN (φ)dφ,

dengan DN (φ) := 1
2π

∑N
n=−N e

inφ.

Fungsi DN (φ) dikenal sebagai kernel Dirichlet. Dengan mengenalinya sebagai deret

geometri, dengan suku pertama e−iNφ dan rasio eiφ, kita dapat menyederhanakannya

sebagai

DN (φ) =
1

2π

ei(N+1)φ − e−iNφ

eiφ − 1
.

Selanjutnya, dengan mengalikan pembilang dan penyebut dengan e−iφ/2, kita peroleh

DN (φ) =
1

2π

ei(N+1/2)φ − e−i(N+1/2)φ

eiφ/2 − e−iφ/2
=

1

2π

sin(N + 1/2)φ

sinφ/2
.

Grafik DN (φ) untuk N = 25 berbentuk seperti di bawah ini.

Gambar 3.1: Grafik kernel Dirichet D25(φ)
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Intuisi yang mendorong kita untuk menyimpulkan bahwa SfN (θ) → f(θ) adalah

sebagai berikut: titik puncak DN (φ) yang terjadi di φ = 0 ‘memetik’ nilai f(θ) pada

SfN (θ); sementara osilasi cepat yang terjadi padaDN (φ) untuk φ jauh dari 0 ‘membunuh’

bagian lainnya karena adanya pencoretan antara nilai positif dan negatif.

3.2 Kekonvergenan titik demi titik dan seragam

Untuk membuktikan kekonvergenan titik demi titik deret Fourier, kita memerlukan

lemma berikut mengenai kernel Dirichet dan sejumlah peristilahan.

Lemma A (Kernel Dirichlet). Untuk setiap N ∈ N berlaku∫ 0

−π
DN (θ)dθ =

∫ π

0

DN (θ)dθ =
1

2
.

Bukti. Dari rumus untuk DN , kita mempunyai

DN (θ) =
1

2π
+

1

π

N∑
n=1

cosnθ,

sehingga ∫ π

0

DN (θ)dθ =
[ θ

2π
+

1

π

N∑
n=1

sinnθ

n

]π
0

=
1

2
.

Serupa dengan itu, ∫ 0

−π
DN (θ)dθ =

1

2
,

sebagaimana diharapkan. [QED]

Misalkan −∞ < a < b < ∞. Kita katakan bahwa f kontinu bagian demi bagian

pada [a, b] apabila f kontinu pada [a, b] kecuali mungkin di sejumlah terhingga titik,

sebutlah x1, . . . , xk, dan di titik-titik ini f mempunyai limit kiri dan limit kanan. [Jika

titik a atau b termasuk salah satu titik tersebut, maka f hanya dipersyaratkan mem-

punyai limit kanan saja (di a) atau limit kiri saja (di b).]

Lalu, kita katakan bahwa f mulus bagian demi bagian pada [a, b] apabila f dan

turunan pertamanya, yaitu f ′, kontinu bagian demi bagian pada [a, b]. Dalam hal ini

fungsi yang mempunyai diskontinuitas tak terhingga (seperti f(x) = 1/x di x = 0) dan

fungsi yang mempunyai patahan ‘vertikal’ (dengan turunan kiri atau turunan kanan
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tak terhingga) tidak termasuk fungsi yang mulus bagian demi bagian. Sebagai ilustrasi,

fungsi yang kontinu bagian demi bagian dapat berbentuk seperti pada gambar di bawah

ini:

Gambar 3.2a: Fungsi kontinu bagian demi bagian

Fungsi pada gambar di atas juga mulus bagian demi bagian. Contoh fungsi yang

tidak mulus bagian demi bagian misalnya fungsi seperti di bawah ini:

Gambar 3.2b: Bukan fungsi mulus bagian demi bagian

Selanjutnya, f dikatakan kontinu (mulus) bagian demi bagian pada R apabila ia

kontinu (mulus) bagian demi bagian pada sebarang interval terbatas [a, b].

Teorema B (Kekonvergenan Titik Demi Titik). Jika f periodik dengan periode 2π

dan mulus bagian demi bagian pada R, maka

lim
N→∞

SfN (θ) =
1

2
[f(θ−) + f(θ+)],

dengan f(θ−) := lim
h→0−

f(θ + h) dan f(θ+) := lim
h→0+

f(θ + h).
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Bukti. Menurut Lemma Kernel Dirichlet, kita mempunyai

1

2
f(θ−) = f(θ−)

∫ 0

−π
DN (φ)dφ,

1

2
f(θ+) = f(θ+)

∫ π

0

DN (φ)dφ,

sehingga

SfN (θ)− 1

2
[f(θ−) + f(θ+)] =

1

2π

∫ π

−π
g(φ)[ei(N+1)φ − e−iNφ]dφ,

dengan

g(φ) =
f(θ + φ)− f(θ−)

eiφ − 1
, −π < φ < 0, g(φ) =

f(θ + φ)− f(θ+)

eiφ − 1
, 0 < φ < π.

Di sini g terdefinisi dengan baik pada [−π, π] dan sama mulusnya dengan f , kecuali

di dekat φ = 0. Namun, berdasarkan Aturan L’Hopital, g mempunyai limit kanan dan

limit kiri di 0, sehingga g kontinu bagian demi bagian pada [−π, π]. Akibatnya, menurut

Ketaksamaan Bessel, koefisien Fourier dari g, sebutlah Cn, akan menuju 0 bila n→∞.

Sebagai selisih dua koefisien Fourier dari g, ekspresi di atas akan menuju 0 bila N →∞.

[QED]

Teorema di atas memberitahu kita bahwa deret Fourier dari f konvergen titik demi

titik ke f , kecuali mungkin di titik-titik diskontinuitas f . Bila kita definisikan ulang nilai

f di titik-titik diskontinuitasnya sebagai nilai rata-rata limit kiri dan limit kanannya,

maka deret Fourier dari f yang mulus bagian demi bagian pada R akan konvergen titik

demi titik pada R. Lebih jauh, jika f juga kontinu pada R, maka kita mempunyai

teorema berikut.

Teorema C (Kekonvergenan Seragam). Jika f periodik dengan periode 2π, kontinu,

dan mulus bagian demi bagian pada R, maka deret Fourier f konvergen mutlak dan

secara seragam pada R.

Catatan. Teorema C dibuktikan dengan menggunakan deret Fourier untuk f ′. Lihat

Folland, hal. 41, untuk detilnya.

Contoh 1. Deret Fourier dari fungsi g pada Bab 2, Contoh 2, yang mulus bagian demi

bagian dan kontinu kecuali di θ = kπ dengan k ganjil, akan konvergen ke g kecuali di

titik-titik tersebut. Karena itu, bila kita ambil θ = π/2, maka kita dapatkan

∞∑
k=1

(−1)k+1

2k − 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · = π

4
.
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3.3 Soal latihan

1. Misalkan f dan g periodik dengan periode 2π dan mulus bagian demi bagian.

Buktikan jika f dan g mempunyai koefisien Fourier yang sama, maka mestilah

f = g.

2. Gunakan deret Fourier pada Contoh 2 yang dibahas pada Bab 2 dan Teorema

Kekonvergenan Titik demi Titik untuk membuktikan kesamaan

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
=
π2

8

dengan meninjau nilai deret Fourier dan fungsi tersebut di θ = 0.

3. Buktikan bahwa
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

dengan menggunakan deret Fourier dari fungsi tertentu.
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4. Deret Fourier pada Interval Sembarang dan Aplikasinya

Kita telah mempelajari bagaimana menguraikan fungsi periodik dengan periode 2π

yang terdefinisi pada R sebagai deret Fourier. Deret trigonometri tersebut sebetulnya

dapat pula dipakai sebagai representasi fungsi yang terdefinisi pada interval sembarang

yang panjangnya 2π. Pada bab ini kita akan membahas deret Fourier dari suatu fungsi

yang didefinisikan pada interval sembarang dan aplikasinya.

4.1 Deret Fourier pada interval sembarang

Misalkan kita mempunyai sebuah fungsi f yang terdefinisi pada [−π, π], dengan

asumsi f(−π) = f(π). (Asumsi ini dapat dipenuhi dengan cara mendefinisikan ulang

nilai f , bila diperlukan, di salah satu titik ujungnya. Asumsi tersebut dapat pula

dihapuskan dengan menganggap f terdefinisi hanya pada (−π, π].) Selanjutnya misalkan

f terbatas dan terintegralkan pada [−π, π]. Kita perluas f pada R sedemikian sehingga

f periodik dengan periode 2π, melalui

f(θ + 2nπ) = f(θ) ∀ θ ∈ (−π, π], n ∈ Z.

Sebagai contoh, fungsi periodik f yang dibahas pada Bab 2, Contoh 1, dapat dipandang

sebagai perluasan periodik fungsi f(θ) = |θ| dari interval (−π, π] ke seluruh R.

Jika f mulus bagian demi bagian pada (−π, π], maka kita dapat menguraikannya

sebagai deret Fourier. Dengan membatasi kembali peubah θ pada [−π, π], kita peroleh

deret Fourier dari fungsi semula. Sekarang misalkan f terdefinisi hanya pada [0, π].

Kita dapat memperluas f pada R sedemikian sehingga ia merupakan fungsi periodik

dengan periode 2π, dan kemudian kita peroleh deret Fouriernya.

Untuk memperluas f pada R, pertama kita perluas f pada [−π, π]. Ada dua cara

yang baku untuk hal ini, yakni dengan membuatnya menjadi fungsi genap atau ganjil.
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Perluasan genap fgenap pada [−π, π] dapat diperoleh melalui

fgenap(−θ) = f(θ) ∀ θ ∈ [0, π];

sementara perluasan ganjil fganjil dapat diperoleh melalui

fganjil(−θ) = −f(θ) ∀ θ ∈ (0, π], fganjil(0) = 0;

Untuk ilustrasi, lihat gambar berikut.

Gambar 4.1: Fungsi beserta perluasan ganjil dan perluasan genap

Keuntungan menggunakan fgenap dan fganjil adalah bahwa deret Fouriernya ke-

lak lebih sederhana. Untuk fgenap, koefisien sinusnya akan sama dengan nol (karena

sinnθ merupakan fungsi ganjil). Untuk fganjil, koefisien cosinusnya akan sama dengan

nol (karena cosnθ merupakan fungsi genap). Jadi, deret Fourier dari fgenap hanya

melibatkan fungsi cosinus, sementara deret Fourier dari fganjil hanya melibatkan fungsi
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sinus. Dengan simetri, perhitungan koefisien lainnya juga menjadi lebih mudah:∫ π

−π
fgenap(θ) cosnθ dθ = 2

∫ π

0

f(θ) cosnθ dθ,

∫ π

−π
fganjil(θ) sinnθ dθ = 2

∫ π

0

f(θ) sinnθ dθ.

Perhatikan bahwa pada akhirnya fungsi f yang semula terdefinisi pada [0, π] muncul

kembali dalam perhitungan koefisien Fourier di atas.

Selanjutnya, misalkan f terintegralkan pada [0, π]. Deret

1

2
a0 +

n∑
n=1

an cosnθ, dengan an :=
2

π

∫ π

0

f(θ) cosnθ dθ,

disebut deret Fourier cosinus dari f .

Sementara itu, deret

n∑
n=1

bn sinnθ, dengan bn :=
2

π

∫ π

0

f(θ) sinnθ dθ,

disebut deret Fourier sinus dari f .

Teorema A. Misalkan f mulus bagian demi bagian pada [0, π]. Maka, deret Fourier

cosinus dan deret Fourier sinus dari f konvergen ke 1
2 [f(θ−)+f(θ+)] di setiap θ ∈ (0, π).

Khususnya, mereka konvergen ke f(θ) jika f kontinu di θ ∈ (0, π). Deret Fourier cosinus

dari f konvergen ke f(0+) di θ = 0 dan ke f(π−) di θ = π; deret Fourier sinus dari f

konvergen ke 0 di kedua titik tersebut.

Sekarang misalkan f(x) adalah fungsi periodik dengan periode 2L. Dengan substi-

tusi peubah x := Lθ
π , kita peroleh fungsi baru

g(θ) := f
(Lθ
π

)
= f(x).

Perhatikan bahwa g merupakan fungsi periodik dengan periode 2π, dan jika f mulus

bagian demi bagian maka g juga. Dalam hal itu, g dapat diuraikan sebagai deret Fourier

g(θ) =
∞∑

n=−∞
cne

inθ, dengan cn :=
1

2π

∫ π

−π
g(θ)e−inθdθ,
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Jika kita subtitusikan kembali θ = πx
L ke dalam rumus di atas, maka kita dapatkan

deret Fourier periodik dengan periode 2L dari fungsi f semula:

f(x) =
∞∑

n=−∞
cne

inπx/L, dengan cn :=
1

2L

∫ L

−L
f(x)e−inπx/Ldx.

Dinyatakan dalam cosinus dan sinus, deret ini menjadi

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

[
an cos

nπx

L
+ bn sin

nπx

L

]
,

dengan

an :=
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

nπx

L
dx, bn :=

1

L

∫ L

−L
f(x) sin

nπx

L
dx.

Dengan cara yang serupa seperti sebelumnya kita dapat memperoleh deret Fourier

cosinus dan deret Fourier sinus dari fungsi f yang mulus bagian demi bagian pada [0, L],

yakni

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos
nπx

L
, dengan an :=

2

L

∫ L

0

f(x) cos
nπx

L
dx,

dan

f(x) =
∞∑
n=1

bn sin
nπx

L
, dengan bn :=

2

L

∫ L

0

f(x) sin
nπx

L
dx.

Contoh 1. Deret Fourier cosinus dari fungsi f(x) := x, x ∈ [0, 1], adalah

1

2
− 4

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos(2n− 1)πx;

sementara deret Fourier sinusnya adalah

2

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sinnπx.

4.2 Contoh aplikasi

Pada Bab 1 kita telah membahas persamaan panas untuk sepotong kawat lurus

yang panjangnya L, yakni

uu = kuxx
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dengan syarat batas

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ≥ 0,

dan syarat awal

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ L.

Kandidat solusi masalah ini adalah

u(x, t) =

∞∑
n=1

bne
−n2π2kt/L2

sin
nπx

L
, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0,

dengan koefisien bn memenuhi

f(x) =
∞∑
n=1

bn sin
nπx

L
, 0 ≤ x ≤ L.

Sekarang kita telah mengetahui bahwa persamaan terakhir di atas dapat dipenuhi

apabila f mulus bagian demi bagian pada [0, L] dan

bn =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
nπx

L
dx, n ∈ N.

Pertanyaannya kemudian adalah: apakah u(x, t) yang diberikan sebagai deret oleh ru-

mus di atas, dengan koefisien bn ini, sungguh merupakan solusi masalah tadi? Jawaban-

nya ya. Penjelasannya adalah sebagai berikut: Masing-masing suku deret merupakan

solusi persamaan panas. Pada daerah 0 ≤ x ≤ L, t ≥ ε > 0, deret konvergen mutlak dan

seragam. Karena itu, penurunan suku demi suku dapat dilakukan untuk menunjukkan

bahwa u(x, t) merupakan solusi persamaan panas. Syarat batas u(0, t) = u(L, t) = 0

dan u(x, 0) = f(x) mudah diperiksa. Lebih jauh, jika f mulus bagian demi bagian dan

kontinu pada [0, L], maka dengan uji M -Weierstrass dapat ditunjukkan bahwa deret

tersebut konvergen seragam pada daerah 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0, dan karenanya u kontinu

pada daerah ini, sehingga u(x, t)→ u(x, 0) = f(x) bila t→ 0+.

Pertanyaan berikutnya adalah: apakah solusi masalah tersebut tunggal? Jawab-

annya juga ya. Setiap solusi u(x, t) untuk masalah tersebut mestilah dapat diuraikan

sebagai deret Fourier dalam x untuk setiap t. Substitusikan deret ini ke dalam per-

samaan dan gunakan syarat awal, kita akan sampai pada kesimpulan bahwa koefisien

deret ini mestilah sama dengan koefisien Fourier yang kita peroleh sebelumnya.
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4.3 Soal Latihan

1. Verifikasi deret Fourier cosinus dan deret Fourier sinus dari fungsi f pada Contoh

1.

2. Bagaimana anda dapat memperoleh deret Fourier dari sebuah fungsi yang terdefi-

nisi pada sebarang interval [a, b]? Jelaskan secara detil.

3. Verifikasi ketunggalan solusi persamaan panas dengan syarat batas dan syarat awal

yang dibahas pada §4.2.

4. Tentukan solusi tak homogen dari persamaan diferensial biasa orde 2 berikut:

y′′ + 0, 02y′ + 25y = r(t)

dengan r(t) := |t| − 1
2 untuk −1 < t ≤ 1 dan r(t + 2) = r(t) untuk setiap t ∈ R.

(Petunjuk: Nyatakan r(t) sebagai deret Fourier terlebih dahulu.)
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5. Beberapa Catatan Mengenai Deret Fourier

Kita telah mempelajari deret Fourier dan aplikasinya, tetapi itu sebetulnya baru

sebagian saja. Berikut adalah beberapa informasi tambahan mengenai deret Fourier

yang mungkin perlu diketahui oleh Anda.

5.1 Turunan dan Integral dari Deret Fourier

Teorema A (Turunan dari deret Fourier). Misalkan f periodik dengan periode 2π,

kontinu, dan mulus bagian demi bagian. Misalkan an, bn, dan cn adalah koefisien

Fourier dari f (real dan kompleks). Misalkan a′n, b
′
n, dan c′n menyatakan koefisien

Fourier dari f ′. Maka, untuk setiap n, berlaku

a′n = nbn, b
′
n = −nan, dan c′n = incn.

Teorema B (Integral dari deret Fourier). Misalkan f periodik dengan periode 2π, dan

an, bn, dan cn adalah koefisien Fourier dari f . Misalkan F (θ) =
∫ θ

0
f(φ)dφ, anti-turunan

dari f . Jika c0(= 1
2a0) = 0, maka untuk setiap θ berlaku

F (θ) = C0 +
∑
n 6=0

cn
in
einθ =

1

2
A0 +

∞∑
n=1

(an
n

sinnθ − bn
n

cosnθ
)
,

dengan suku konstanta C0 sama dengan nilai rata-rata F pada [−π, π], yakni

C0 =
1

2
A0 =

1

2π

∫ π

−π
F (θ)dθ.

Catatan. Pada Bab 3, kita membahas kekonvergenan deret Fourier, khususnya kekon-

vergenan titik demi titik. Kekonvergenan seragam deret Fourier diperoleh bila f peri-

odik dengan periode 2π, kontinu, dan mulus bagian demi bagian pada R. Pembuktian

dalil ini sesungguhnya memerlukan Teorema A yang berkaitan dengan turunan dari

deret Fourier. Bila penasaran, lihat buku Folland (Wadsworth, 1992), hal. 41.
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5.2 Deret Fourier sebagai transformasi

Diberikan sebuah fungsi periodik f dengan periode 2L, koefisien Fourier cn dari f

dapat dipandang sebagai suatu pemetaan

n 7→ cn =
1

2L

∫ L

−L
f(x)e−inπx/L dx,

yang terdefinisi pada Z. Transformasi f 7→ (cn) memetakan fungsi periodik f yang

terdefinisi pada R ke barisan (cn) yang terdefinisi pada Z.

Transformasi ini memetakan fungsi dengan domain waktu ke fungsi dengan do-

main frekuensi. Secara fisis, cn menyimpan informasi tentang sinyal f yang mempu-

nyai frekuensi
∣∣nπ
L

∣∣. Catat bahwa semakin besar L, semakin kerap domain frekuensi

{
∣∣nπ
L

∣∣ : n ∈ Z}.

Invers dari transformasi tersebut memetakan barisan (φ(n)) dengan indeks bilangan

bulat ke fungsi periodik g(x) :=
∞∑

n=−∞
φ(n)einπx/L yang terdefinisi pada R. Rumus ini

memberi kita cara untuk merekonstruksi f dari barisan (cn): f(x) =
∞∑

n=−∞
cne

inπx/L.

Pada prinsipnya, informasi tentang f tersimpan dalam (cn), dan sebaliknya. Na-

mun, terdapat beberapa keuntungan bila kita bekerja dengan (cn) dibandingkan dengan

f . Sebagai contoh, Teorema A pada §5.1 menunjukkan bahwa transformasi di atas

‘mengubah’ operasi penurunan (pada f) menjadi perkalian dengan inπ
L (pada (cn)):

jika c′n menyatakan koefisien Fourier dari f ′, maka c′n = inπ
L cn.

5.3 Perbandingan dengan deret Taylor

Kita masih ingat bagaimana menguraikan sebuah fungsi f sebagai deret Taylor di

sekitar suatu titik x0 dalam daerah definisinya:

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n, |x− x0| < r,

asalkan f dapat diturunkan tak hingga kali di x0, dan suku sisa Taylor-nya menuju

0 pada interval tersebut. Kecepatan kekonvergan deret Taylor di x bergantung pada

seberapa jauh x dari x0. Secara umum, jumlah parsial dari deret Taylor dapat mem-

berikan hampiran yang sangat baik di dekat x0 tetapi tidak terlalu baik untuk x yang

jauh dari x0.
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Berbeda dengan deret Taylor, deret Fourier untuk fungsi f yang periodik dengan

periode 2L tidak mengharuskan f mempunyai turunan tiap orde. Bila f cukup mulus

pada [−L,L], jumlah parsial dari deret Fourier akan konvergen ke f cukup cepat dan

secara seragam, serta memberikan hampiran yang baik pada [−L,L].

Jadi, bila deret Taylor terkait erat dengan perilaku lokal fungsi, maka deret Fourier

terkait erat dengan perilaku global fungsi.

5.4 Fenomena Gibbs

Misalkan f adalah sebuah fungsi periodik. Jika f mempunyai diskontinuitas di x0,

maka deret Fourier dari f tidak mungkin konvergen ke f secara seragam pada interval

yang mengandung x0 (karena limit seragam dari barisan fungsi kontinu haruslah kon-

tinu). Untuk fungsi f yang mulus bagian demi bagian, deret Fourier dari f mengalami

suatu fenomena yang dikenal sebagai fenomena Gibbs, khususnya di titik-titik diskon-

tinuitas fungsi f . Jumlah parsialnya dalam hal ini akan ‘overshoot’ dan ‘undershoot’ f

di dekat titik diskontinuitasnya.

Sebagai ilustrasi, tinjau f(θ) := π−θ, untuk 0 < θ < 2π, f(θ+2nπ) = f(θ) untuk

setiap n ∈ Z. Maka, deret Fourier dari f akan tampak seperti pada gambar di bawah

ini. Perhatikan bahwa ada semacam spike di dekat titik-titik diskontinuitas f .

Gambar 5.4: Fenomena Gibbs



44 Hendra Gunawan

Untuk mengetahui berapa besar ‘overshoot’ dan ‘undershoot’ tersebut, kerjakan

soal latihan di bawah ini (yang dicuplik dari buku G.B. Folland “Fourier Analysis and

Its Applications” (Wadsworth, 1992).

5.5 Teorema Fejér

Fenomena Gibbs dapat diatasi dengan menggunakan rata-rata dari N jumlah par-

sial pertama sebagai hampiran, menggantikan jumlah parsial ke-N . Persisnya, misalkan

f fungsi kontinu pada R dan periodik dengan periode 2π, dan SfN menyatakan jumlah

parsial simetris ke-N dari deret Fourier f .

Teorema C (Fejer). Misalkan σfN := 1
N+1 (Sf0 + Sf1 + · · ·+ SfN ). Maka σfN → f secara

seragam pada R untuk N →∞.

Terkait dengan σfN , kita mempunyai kernel Fejér KN (θ) := 1
N+1

∑N
k=0Dk(θ) =

1
2π(N+1)

∑N
k=0

sin(k+1/2)θ
sin θ/2 . Dengan mengalikan pembilang dan penyebut pada KN (θ)

dengan sin θ/2, kita peroleh

KN (θ) =
1

2π(N + 1)

[ sin(N + 1/2)θ

sin θ/2

]2
.

Dapat diperiksa bahwa kernel Fejér memenuhi tiga sifat dasar di bawah ini:

(a) KN (θ) ≥ 0 untuk setiap N ∈ N dan θ ∈ [−π, π];

(b)
∫ π
−πKN (θ)dθ = 1 untuk setiap N ∈ N;

(c) lim
N→∞

∫ −δ
−π +

∫ π
δ
KN (θ)dθ = 0 untuk setiap δ ∈ (0, π).

5.6 Soal latihan

1. Diketahui f(θ) := π− θ, untuk 0 < θ < 2π, f(θ+ 2nπ) = f(θ) untuk setiap n ∈ Z.

(a) Tunjukkan bahwa f(θ) = 2
∑∞
n=1

sinnθ
n untuk 0 < θ < 2π.

(b) Misalkan gN (θ) := 2
∑N
n=1

sinnθ
n −(π−θ). Tunjukkan bahwa g′N (θ) = 2πDN (θ),

dengan DN adalah kernel Dirichlet pada §3.

(c) Tunjukkan bahwa titik stasioner pertama di sebelah kanan 0 dari gN (θ) tercapai

di θN := π
N+1/2 , dan

gN (θN ) =

∫ θN

0

sin(N + 1
2 )θ

sin 1
2

dθ − π.

(d) Tunjukkan bahwa lim
N→∞

gN (θN ) = 2
∫ π

0
sinφ
φ dφ− π.

2. Buktikan ketiga sifat kernel Fejér pada §5.5.
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6. Himpunan Fungsi Ortogonal

Misalkan f periodik dengan periode 2π, dan mulus bagian demi bagian pada

[−π, π]. Jika SfN (θ) =
∑N
n=−N cne

inθ, n = 0, 1, 2, . . ., adalah jumlah parsial dari deret

Fourier f , maka kita telah menunjukkan bahwa (SfN ) konvergen ke f , yakni

lim
N→∞

N∑
n=−N

cne
inθ = f(θ)

hampir di mana-mana. Dalam hal ini kita dapat merekonstruksi f dari koefisien-

koefisien Fourier-nya melalui

f(θ) =
∞∑

n=−∞
cne

inθ.

Namun, secara umum, deret Fourier f tidak selalu sama persis dengan fungsi f sem-

ula. Bahkan, dalam kasus ekstrim, deret Fourier f dapat divergen di mana-mana,

sebagaimana ditunjukkan oleh Kolmogorov (1926).

Fungsi yang mulus bagian demi bagian pada [−π, π] tentunya terintegralkan pada

[−π, π]. Keterintegralan f pada [−π, π] merupakan premis yang diasumsikan pada awal

pembahasan deret Fourier. Tetapi, apakah deret Fourier f akan konvergen ke f bila

kita hanya mengasumsikan f terintegralkan pada [−π, π]?

6.1 Himpunan fungsi ortogonal

Dalam penghitungan koefisien Fourier, ada fakta penting mengenai fungsi-fungsi

einx (n ∈ Z), yaitu ke-ortogonalan-nya. Ya, deret Fourier dibentuk dari keluarga fungsi

ortogonal ini, di suatu ruang fungsi yang dilengkapi dengan hasilkali dalam tertentu.

Di ruang vektor X yang dilengkapi dengan hasilkali dalam 〈·, ·〉 dan norma ‖ · ‖,

vektor u ∈ X disebut vektor normal jika ‖u‖ = 1. Vektor v 6= 0 dapat dinormalkan

dengan membaginya dengan ‖v‖: jika u := v
‖v‖ , maka ‖u‖ = 1. Himpunan vektor
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{u1, . . . , un} disebut himpunan ortonormal jika ‖ui‖ = 1 untuk tiap i = 1, . . . , n dan

〈ui, uj〉 = 0 untuk i 6= j; yakni jika

〈ui, uj〉 = δij , i, j = 1, . . . , n.

[Jika vi 6= 0 untuk tiap i = 1, . . . , n dan 〈vi, vj〉 = 0 untuk i 6= j, maka {v1, . . . , vj}

disebut himpunan ortogonal.]

Jika {u1, . . . , uk} ortonormal di Ck dan v = α1u1 + · · ·+ αkuk, maka αi = 〈v, ui〉

untuk tiap i = 1, . . . , k. Sebaliknya, misalkan v ∈ Ck. Jika kita definisikan αi = 〈v, ui〉

untuk i = 1, . . . , n dan tulis v = α1u1 + · · ·+ αkuk, maka w = v − v ⊥ ui, karena

〈w, ui〉 = 〈v, ui〉 − 〈v, ui〉 = 0,

untuk tiap i = 1, . . . , n. Akibatnya w = 0, karena bila tidak, maka {u1, . . . , uk, w}

merupakan himpunan ortogonal dengan k + 1 anggota di Ck.

Teorema A. Misalkan {u1, . . . , uk} himpunan ortonormal k vektor di Ck. Maka, untuk

setiap v ∈ Ck, berlaku

(a) v = 〈v, u1〉u1 + · · ·+ 〈v, uk〉uk.

(b) ‖v‖2 = |〈v, u1〉|2 + · · ·+ |〈v, uk〉|2.

6.2 Ruang PC(a, b) sebagai ruang hasilkali dalam

Mari kita tinjau ruang PC(a, b), yaitu ruang fungsi kontinu bagian demi bagian

pada [a, b]. Ingat bahwa f dikatakan kontinu bagian demi bagian pada [a, b] apabila

f kontinu pada [a, b] kecuali di sejumlah terhingga titik x1, . . . , xk, dan di titik-titik

tersebut limit kiri dan limit kanan f ada. Fungsi f di PC(a, b) tidak hanya terinte-

gralkan tetapi juga kuadratnya terintegralkan, yakni |f |2 terintegralkan, pada (a, b).

Pada PC(a, b) kita dapat mendefinisikan hasilkali dalam

〈f, g〉 :=

∫ b

a

f(x)g(x) dx

dan norma

‖f‖ :=

[∫ b

a

|f(x)|2dx

]1/2

.
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Ketaksamaan Cauchy-Schwarz, Ketaksamaan Segitiga, dan Hukum Pythagoras berlaku

di PC(a, b) yang dilengkapi dengan 〈·, ·〉 dan ‖ · ‖ di atas.

Teorema B (Hukum Pythagoras). Jika {f1, . . . , fn} ortogonal, maka

‖f1 + · · ·+ fn‖2 = ‖f1‖2 + · · ·+ ‖fn‖2.

Diberikan suatu himpunan ortonormal {φn : n ∈ I} di PC(a, b) dan f ∈ PC(a, b)

sembarang, kita ingin tahu apakah f =
∑
n∈I〈f, φn〉φn. Mengingat bahwa PC(a, b) ber-

dimensi tak terhingga, pertanyaan ini tidak dapat segera kita jawab. Jika {φn : n ∈ I}

terhingga, jelas hal tersebut tidak mungkin terjadi. Jika {φn : n ∈ I} tak terhingga,

apakah terdapat cukup banyak φn untuk merentang PC(a, b)?

Sebelum menjawab pertanyaan ini secara rinci, mari kita tinjau keluarga fungsi

φn(x) :=
1√
2π
einx, n ∈ Z,

di ruang PC(−π, π). Perhatikan bahwa untuk setiap m,n ∈ Z berlaku

〈φm, φn〉 =
1

2π

∫ π

−π
eimxeinx dx =

1

2π

∫ π

−π
ei(m−n)x dx = δmn.

Jadi {φn : n ∈ Z} merupakan himpunan ortonormal.

Selanjutnya, koefisien Fourier cn dari f ∈ PC(−π, π) diberikan oleh rumus

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inx dx =

1√
2π
〈f, φn〉, n ∈ Z.

Jadi,
∞∑

n=−∞
cne

inx =

∞∑
n=−∞

1√
2π
〈f, φn〉 ·

√
2πφn(x) =

∞∑
n=−∞

〈f, φn〉φn(x).

Jadi deret Fourier f merupakan uraian terhadap himpunan ortonormal {φn : n ∈ Z}.

Demikian pula kita dapat memeriksa bahwa keluarga fungsi {ψn : n ∈ N ∪ {0}}

dengan

ψ0(x) :=
1√
π
, ψn(x) :=

√
2√
π

cosnx, n = 1, 2, 3, . . .

merupakan keluarga fungsi ortonormal di PC(0, π). Selanjutnya, koefisien cosinus

Fourier an dari f ∈ PC(0, π) yang diberikan oleh rumus

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnx dx =

{
2√
π
〈f, ψ0〉, untuk n = 0,

√
2√
π
〈f, ψn〉, untuk n = 1, 2, 3, . . .,
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memenuhi
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cosnx =

∞∑
n=0

〈f, ψn〉ψn(x).

Hal serupa terjadi untuk deret sinus Fourier dan deret Fourier lengkap (versi real).

Kita sudah tahu bahwa deret Fourier ini konvergen ke f hampir di mana-mana

apabila f mulus bagian demi bagian pada [−π, π]. Pertanyaannya adalah: bagaimana

bila f ∈ PC(−π, π)?

6.3 Kekonvergenan di ruang PC(a, b)

Barisan fungsi (fn) di PC(a, b) dikatakan konvergen dalam norma ke f ∈ PC(a, b)

apabila ‖fn − f‖ → 0 untuk n→∞, yakni jika∫ b

a

|fn(x)− f(x)|2 dx→ 0, untuk n→∞.

Perlu dicatat bahwa kekonvergenan dalam norma tidak menjamin kekonvergenan

titik demi titik. Sebagai contoh, ambil

fn(x) =

{
1, jika 0 ≤ x ≤ 1

n ,
0, jika x lainnya.

Di sini ‖fn‖2 = 1
n → 0 bila n→∞. Jadi (fn) konvergen ke f ≡ 0 dalam norma. Tetapi

fn(0) = 1 untuk tiap n ∈ N, sehingga (fn) tidak konvergen ke 0 titik demi titik.

Sebaliknya, misalkan

gn(x) =

{
n, jika 0 < x < 1

n ,
0, jika x lainnya.

Maka, gn → 0 titik demi titik, tetapi

‖gn‖2 =

∫ 1

0

|gn(x)|2 =

∫ 1/n

0

n2dx = n 6→ 0

bila n→∞.

Teorema C. Jika fn → f secara seragam pada [a, b], maka fn → f dalam norma.

Bukti. Diberikan ε > 0 sembarang, kita pilih n0 ∈ N sedemikian sehingga untuk setiap

x ∈ [a, b] dan n ≥ n0 berlaku |fn(x)− f(x)| < ε√
b−a . Akibatnya,

‖fn − f‖2 =

∫ b

a

|fn(x)− f(x)|2 dx ≤ ε2.
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Ini menunjukkan bahwa {fn} konvergen ke f dalam norma. [QED]

Di satu sisi, dengan adanya hasilkali dalam 〈·, ·〉 dan norma ‖ · ‖ = 〈·, ·〉1/2, ruang

PC(a, b) sekarang lebih terstruktur (secara geometri). Di sisi lain, ruang ini menjadi

‘tidak lengkap’, yakni: terdapat barisan Cauchy (fn) di PC(a, b) yang tidak konvergen

ke suatu fungsi f ∈ PC(a, b). Sebagai contoh, tinjau PC(0, 1) dan ambil barisan (fn)

dengan

fn(x) =

{
x−1/4, jika x > 1

n ,
0, jika x ≤ 1

n

.

Jika m > n, maka

fm(x)− fn(x) =

{
x−1/4, jika 1

m < x < 1
n ,

0, jika x lainnya
,

sehingga

‖fm − fn‖2 =

∫ 1
n

1
m

x−
1
2 dx = 2

( 1√
n
− 1√

m

)
→ 0,

bila m,n → ∞. Jadi (fn) merupakan barisan Cauchy; tetapi limitnya (baik titik demi

titik maupun dalam norma) adalah fungsi

f(x) =

{
x−1/4, jika x > 0,
0, jika x = 0,

yang bukan anggota PC(0, 1) karena lim
x→0+

f(x) =∞.

Lalu apa yang harus dilakukan? Sebagaimana lazimnya di ruang topologi, yang

harus dilakukan adalah ‘melengkapi’ ruang PC(a, b), dengan menambahkan limit-limit

dari semua barisan Cauchy pada PC(a, b). Hasilnya adalah ruang L2(a, b) yang akan

dibahas pada bab selanjutnya.

6.4 Soal latihan

1. Buktikan Teorema A bagian (b).

2. Buktikan Teorema B.

3. Buktikan bahwa keluarga fungsi {ψn : n ∈ N ∪ {0}} dengan

ψ0(x) :=
1√
π

dan ψn(x) :=

√
2√
π

cosnx, n = 1, 2, 3, . . . ,
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merupakan himpunan ortonormal di PC(0, π), dan koefisien cosinus Fourier

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnx dx =

{
2√
π
〈f, ψ0〉, untuk n = 0,

√
2√
π
〈f, ψn〉, untuk n = 1, 2, 3, . . .,

memenuhi
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cosnx =

∞∑
n=0

〈f, ψn〉ψn(x).

4. Buktikan bahwa keluarga fungsi {φn : n ∈ N} dengan

φn(x) :=

√
2√
π

sinnx, n ∈ N,

merupakan himpunan ortonormal di PC(0, π), dan koefisien sinus Fourier

bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnx dx =

√
2√
π
〈f, φn〉,

memenuhi
∞∑
n=1

bn sinnx =
∞∑
n=1

〈f, φn〉φn(x).
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7. Ruang L2(a, b)

Ruang L2(a, b) didefinisikan sebagai ruang semua fungsi f yang kuadratnya terin-

tegralkan pada [a, b], yakni

L2(a, b) := {f :

∫ b

a

|f(x)|2 dx <∞}.

Ruang ini mencakup fungsi-fungsi f yang tak terbatas pada [a, b] tetapi |f |2 terinte-

gralkan, termasuk dalam pengertian integral tak wajar menurut Riemann. Sebagai

contoh, fungsi

f(x) =

{
x−1/4, jika 0 < x ≤ 1,
0, jika x = 0,

merupakan anggota L2(0, 1).

7.1 Topologi di L2(a, b)

Di ruang L2(a, b), hasilkali dalam 〈·, ·〉 yang didefinisikan sebagai

〈f, g〉 :=

∫ b

a

f(x)g(x) dx

terdefinisi dengan baik, mengingat

|f(x)g(x)| ≤ 1

2

(
|f(x)|2 + |g(x)|2

)
.

Seperti halnya di PC(a, b), norma ‖ · ‖ pada L2(a, b) yang didefinisikan sebagai

‖f‖ :=
(∫ b

a

|f(x)|2dx
)1/2

mempunyai sedikit masalah, yaitu ‖f‖ = 0 tidak mengakibatkan f = 0 tetapi f = 0

hampir di mana-mana. Untuk mengatasi masalah ini, dua fungsi di L2(a, b) dianggap

sama bila mereka bernilai sama hampir di mana-mana. Dengan kata lain, anggota
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L2(a, b) sekarang adalah kelas-kelas ekuivalen fungsi. Namun, dalam prakteknya, kita

sering mengaburkan kelas ekuivalen dan fungsi yang mewakili kelas ekuivalen tersebut.

Teorema berikut akan menjadi rujukan kita ke depan.

Teorema A. (a) L2(a, b) lengkap terhadap kekonvergenan dalam norma.

(b) Untuk setiap f ∈ L2(a, b) terdapat barisan fungsi kontinu pada [a, b], sebutlah (fn),

sedemikian sehingga fn → f dalam norma.

Catatan. Bagian (a) memberi tahu kita bahwa L2(a, b) merupakan ruang Hilbert.

Bagian (b) menyatakan bahwa himpunan fungsi kontinu pada [a, b] ‘padat’ di L2(a, b).

Sebagaimana telah disinggung pada bab sebelumnya, ruang L2(a, b) dapat dipandang

sebagai ‘lengkapan’ dari ruang fungsi C(a, b) yang beranggotakan semua fungsi f yang

kontinu pada [a, b]. Terhadap norma ‖f‖ =
(∫ 1

0
|f(x)|2dx

)1/2

, ruang fungsi C(a, b)

tidak lengkap. Bila kita tambahkan semua limitnya, maka kita peroleh ruang L2(a, b).

Lebih jauh, setiap fungsi f ∈ L2(a, b) dapat dihampiri oleh fungsi fn yang merupakan

pembatasan pada [a, b] dari fungsi f∗n yang terdefinisi pada R dan mempunyai turunan

setiap orde di setiap titik. Fungsi f∗n bisa merupakan fungsi periodik dengan periode

b− a ataupun mempunyai tumpuan kompak.

Berikut adalah bukti Teorema A bagian (a) saja. [Bukti bagian (b) di luar jang-

kauan, jadi tidak diberikan di sini.]

Bukti. (a) Misalkan (fn) barisan Cauchy di L2(a, b), yakni ‖fm − fn‖ → 0, m, n→∞.

Pilih subbarisan indeks (nk) sedemikian sehingga

‖fnk+1
− fnk‖ ≤

1√
b− a

(1

2

)k
, k ∈ N.

Maka, menurut Ketaksamaan Cauchy-Schwarz, kita mempunyai∫ b

a

|fnk+1
(x)− fnk(x)| dx ≤ ‖1‖ · ‖fnk+1

− fnk‖ ≤
(1

2

)k
,

untuk setiap k ∈ N. Dengan demikian,

∞∑
k=1

∫ b

a

|fnk+1
(x)− fnk(x)| dx ≤

∞∑
k=1

(1

2

)k
= 1.
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Menurut Lemma Fatou (lihat misalnya H.L. Royden ”Real Analysis”),
∑∞
k=1 |fnk+1

(x)−

fnk(x)|, dan karenanya juga |fn1(x)|+
∑∞
k=1 |fnk+1

(x)−fnk(x)|, konvergen hampir untuk

setiap titik x ∈ [a, b]. Akibatnya,

fn1(x) +
∞∑
k=1

(fnk+1
(x)− fnk(x))

konvergen ke suatu fungsi f(x) = lim
k→∞

fnk hampir untuk setiap titik x ∈ [a, b]. Jadi,

(fn) mempunyai subbarisan yang konvergen.

Selanjutnya akan kita tunjukkan bahwa fungsi f di atas merupakan anggota L2(a, b)

dan bahwa ‖fn − f‖ → 0, n→∞. Ambil ε > 0 sebarang. Maka, kita dapat memilih k

dan l cukup besar sedemikian sehingga
∫ b
a

(fnk(x)−fnl(x))2dx < ε. Dengan mengambil

l→∞, kita peroleh ∫ b

a

(fnk(x)− f(x))2dx ≤ ε.

Jadi mestilah f ∈ L2(a, b) dan fnk → f (k → ∞). Namun kekonvergenan subbarisan

dari suatu barisan Cauchy mengakibatkan barisan itu sendiri konvergen ke limit yang

sama. Ini mengakhiri pembuktian. [QED]

7.2 Ketaksamaan Bessel

Teorema B (Ketaksamaan Bessel). Jika {φn : n ∈ bfN} adalah himpunan ortonormal

di L2(a, b) dan f ∈ L2(a, b), maka

∞∑
n=1

|〈f, φn〉|2 ≤ ‖f‖2.

Bukti. Perhatikan bahwa untuk setiap n ∈ N berlaku

〈f, 〈f, φn〉φn〉 = 〈f, φn〉〈f, φn〉 = |〈f, φn〉|2,

〈〈f, φn〉φn, f〉 = 〈f, φn〉〈f, φn〉 = |〈f, φn〉|2,

dan menurut Teorema Pythagoras,

∥∥∥ N∑
n=1

〈f, φn〉φn
∥∥∥2

=

N∑
n=1

|〈f, φn〉|2,
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untuk setiap N ∈ N. Akibatnya

0 ≤
∥∥∥f − N∑

i=1

〈f, φn〉φn
∥∥∥2

= ‖f‖2 −
N∑
n=1

|〈f, φn〉|2,

sehingga
N∑
n=1

|〈f, φn〉|2 ≤ ‖f‖2,

untuk setiap N ∈ N. Dengan mengambil N → ∞, kita dapatkan ketaksamaan yang

diinginkan. [QED]

Selanjutnya, diberikan suatu himpunan ortonormal {φn : n ∈ N} di L2(a, b), kita

tertarik untuk mempelajari deret

∞∑
n=1

〈f, φn〉φn

untuk setiap f ∈ L2(a, b). Lemma berikut memberitahu kita bahwa deret ini merupakan

deret yang konvergen.

Lemma C. Jika f ∈ L2(a, b) dan {φn : n ∈ N} ortonormal di L2(a, b), maka deret∑∞
n=1〈f, φn〉φn konvergen dalam norma dan

∥∥∑∞
n=1〈f, φn〉φn

∥∥ ≤ ‖f‖.
Bukti. Menurut Ketaksamaan Bessel,

∑∞
n=1 |〈f, φn〉|2 konvergen. Karena itu, menurut

Hukum Pythagoras,

∥∥∥ N∑
n=M

〈f, φn〉φn
∥∥∥ =

N∑
n=M

|〈f, φn〉|2 → 0,

bila M,N → ∞. Jadi jumlah parsial dari
∑∞
n=1〈f, φn〉φn membentuk barisan Cauchy

di L2(a, b). Karena L2(a, b) lengkap, deret ini konvergen dalam norma. Selanjutnya,

karena ‖ · ‖ kontinu, kita peroleh

∥∥∥ ∞∑
n=1

〈f, φn〉φn
∥∥∥2

= lim
N→∞

∥∥∥ N∑
n=1

〈f, φn〉φn
∥∥∥2

= lim
N→∞

N∑
n=1

|〈f, φn〉|2 =
∞∑
n=1

|〈f, φn〉|2 ≤ ‖f‖2.

Selanjutnya tinggal mengambil akar kuadrat dari kedua ruas. [QED]
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7.3 Basis ortonormal di L2(a, b)

Setelah mengetahui bahwa
∑∞
n=1〈f, φn〉φn konvergen asalkan {φn : n ∈ N} orto-

normal di L2(a, b), sekarang kita ingin mengetahui dalam kondisi apakah ia konvergen ke

f . Di ruang hasilkali dalam berdimensi terhingga, misalnya ruang polinom berorde N ,

kita tinggal menghitung banyaknya fungsi φn — bila banyaknya sama dengan dimensi

ruang hasilkali dalam tersebut, yaitu N + 1, maka jumlah deret di atas akan sama

dengan f . Di ruang berdimensi tak terhingga, seperti halnya L2(a, b), banyaknya fungsi

φn tentunya harus sama dengan tak terhingga. Tetapi apakah banyaknya fungsi tersebut

‘sudah pas’? Teorema berikut memberikan kriteria yang ‘pas’ itu seperti apa.

Teorema D. Misal {φn : n ∈ N} adalah suatu himpunan ortonormal di L2(a, b).

Ketiga pernyataan berikut ekuivalen:

(a) Jika 〈f, φn〉 = 0 untuk setiap n ∈ N, maka f = 0.

(b) Untuk setiap f ∈ L2(a, b) berlaku f =
∑∞
n=1〈f, φn〉φn (dalam norma).

(c) Untuk setiap f ∈ L2(a, b) berlaku ‖f‖2 =
∑∞
n=1 |〈f, φn〉|2 (Kesamaan Parseval).

Bukti. Akan dibuktikan (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (a). Pertama, misal (a) berlaku. Telah

dibuktikan pada lemma sebelumnya bahwa
∑∞
n=1〈f, φn〉φn konvergen dalam norma.

Untuk menunjukkan bahwa jumlahnya adalah f , kita tinjau g := f −
∑∞
n=1〈f, φn〉φn.

Perhatikan bahwa

〈g, φm〉 = 〈f, φm〉 −
∞∑
n=1

〈f, φn〉〈φn, φm〉 = 0,

untuk tiap m ∈ N. Menurut hipotesis, kita peroleh g = 0. Jadi f =
∑∞
n=1〈f, φn〉φn.

Sekarang, misalkan (b) berlaku. Menurut Hukum Pythagoras dan fakta bahwa ‖ ·‖

merupakan pemetaan yang kontinu,

‖f‖2 = lim
N→∞

∥∥∥ N∑
n=1

〈f, φn〉φn
∥∥∥2

= lim
N→∞

N∑
n=1

|〈f, φn〉|2 =

∞∑
n=1

|〈f, φn〉|2.

Akhirnya, misalkan (c) berlaku, dan 〈f, φn〉 = 0 untuk tiap n ∈ N. Maka, ‖f‖ = 0,

dan karena itu f = 0. [QED]

Selanjutnya, himpunan ortonormal {φn : n ∈ N} yang memenuhi (a), atau

(b), atau (c), pada teorema di atas, disebut himpunan ortonormal lengkap atau ba-
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sis ortonormal untuk L2(a, b). Bila persyaratan ortonormal diganti dengan ortogonal,

maka kita peroleh basis ortogonal untuk L2(a, b).

7.4 Soal Latihan

1. Buktikan bahwa ‖ · ‖ merupakan pemetaan yang kontinu, yakni jika fn → f dalam

norma, maka ‖fn‖ → ‖f‖ (bila n→∞).

2. Buktikan bahwa 〈·, ·〉 merupakan pemetaan yang kontinu terhadap masing-masing

komponen, khususnya jika fn → f dalam norma, maka 〈fn, g〉 → 〈f, g〉 untuk setiap

g ∈ L2(a, b).

3. Misalkan {φn : n ∈ N} basis ortonormal untuk L2(a, b). Buktikan bahwa untuk

setiap f, g ∈ L2(a, b) berlaku 〈f, g〉 =
∑∞
n=1〈f, φn〉〈g, φn〉.

4. Hitung jumlah deret berikut dengan menerapkan Kesamaan Parseval untuk fungsi

f tertentu:

(a)
∑∞
n=1

1
n4 .

(b)
∑∞
n=1

1
(2n−1)6 .
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8. Deret Fourier yang Diperumum

dan Hampiran Terbaik di L2(a, b)

Pada Bab 6 kita telah melihat bahwa deret Fourier klasik dari f dapat dinyatakan

sebagai
∞∑

n=−∞
〈f, φn〉φn(x), dengan φn(x) = 1√

2π
einx, n ∈ Z. Ini terjadi antara lain

karena {φn : n ∈ Z} merupakan himpunan ortonormal. Di L2(−π, π), kekonvergenan

deret di atas dalam norma merupakan konsekuensi dari kelengkapan {φn : n ∈ Z}.

(Catat bahwa Z dan N merupakan dua himpunan yang setara — terdapat korespondensi

1-1 di antara keduanya.)

8.1 Deret Fourier yang diperumum

Jika {φn : n ∈ N} adalah basis ortonormal untuk L2(a, b) dan f ∈ L2(a, b), maka

〈f, φn〉 disebut koefisien Fourier yang diperumum dari f terhadap {φn : n ∈ N}, dan
∞∑
n=1
〈f, φn〉φn disebut deret Fourier yang diperumum dari f terhadap {φn : n ∈ N}.

Pertanyaan kita adalah: apakah himpunan ortonormal pada pembahasan deret

Fourier klasik merupakan basis ortonormal, yakni apakah f =
∑∞
n=1〈f, φn〉φn untuk

setiap f ∈ L2(−π, π)? Ingat bahwa kita baru membuktikan ini untuk fungsi di PS(a, b).

Teorema A. (a) Himpunan {einx : n ∈ Z} dan {cosnx : n ∈ N∪{0}}∪{sinnx : n ∈

N} merupakan basis ortogonal untuk L2(−π, π).

(b) Himpunan {cosnx : n ∈ N∪{0}} dan {sinnx : n ∈ N} merupakan basis ortogonal

untuk L2(0, π).

Bukti. Akan dibuktikan (a) bagian pertama saja, yang berkenaan dengan himpunan

{einx : n ∈ Z}. Bagian lainnya dapat dibuktikan secara serupa.

Misalkan f ∈ L2(−π, π) dan ε > 0. Berdasarkan Teorema A pada §7.2 (tentang

topologi ruang L2(a, b)), terdapat fungsi f̃ yang kontinu dan mulus bagian demi bagian

pada [−π, π] sedemikian sehingga ‖f − f̃‖ < ε
3 . Misalkan cn = 1

2π 〈f, ψn〉 dan c̃n =
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1
2π 〈f̃ , ψn〉, dengan ψn(x) = einx, n ∈ Z, adalah koefisien Fourier dari f dan f̃ , berturut-

turut. Menurut teorema kekonvergenan seragam deret Fourier,
∑∞
n=−∞ c̃nψn konvergen

seragam ke f̃ . Akibatnya, jika N cukup besar, maka

∥∥∥f̃ − N∑
n=−N

c̃nψn

∥∥∥ < ε

3
.

Selanjutnya, menurut Teorema Pythagoras dan Ketaksamaan Bessel,

∥∥∥ N∑
n=−N

c̃nψn −
N∑

n=−N
cnψn

∥∥∥2

=

N∑
n=−N

2π |c̃n − cn|2 ≤ ‖f̃ − f‖2 <
( ε

3

)2
.

Jadi, jika kita tulis

f −
N∑

n=−N
cnψn = (f − f̃) +

(
f̃ −

N∑
n=−N

c̃nψn

)
+
( N∑
n=−N

c̃nψn −
N∑

n=−N
cnψn

)
,

dan gunakan Ketaksamaan Segitiga, maka kita peroleh

∥∥∥f − N∑
n=−N

cnψn

∥∥∥ ≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Jadi f = lim
N→∞

∑N
n=−N cnψn =

∑∞
n=−∞ cnψn dalam norma, dan ini membuktikan

bahwa himpunan fungsi {ψn : n ∈ Z} merupakan basis ortonormal untuk L2(−π, π).

[QED]

Sebagai rangkuman, sejauh ini kita telah membahas: jika f periodik, maka deret

Fourier dari f akan konvergen ke f

(i) secara seragam, mutlak, dan dalam norma, untuk f yang kontinu dan mulus bagian

demi bagian pada [a, b];

(ii) secara titik demi titik, untuk f yang mulus bagian demi bagian pada [a, b];

(iii) dalam norma, untuk f ∈ L2(a, b).

Eksistensi basis ortonormal di L2(a, b) memberi tahu kita bahwa L2(a, b) meru-

pakan ruang Hilbert yang terpisahkan.
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8.2 Hampiran terbaik di L2(a, b)

Teorema berikut menyatakan bahwa deret dengan koefisien Fourier untuk f (ter-

hadap suatu himpunan ortonormal di L2(a, b)) merupakan hampiran terbaik untuk f

di antara semua uraian deret yang mungkin (terhadap himpunan ortonormal tersebut).

Teorema B. Misalkan {φn : n ∈ I} adalah suatu himpunan fungsi ortonormal, yang

terhingga atau terbilang banyaknya, di L2(a, b). Maka

∥∥f −∑
I

〈f, φn〉φn
∥∥ ≤ ∥∥f −∑

I

cnφn
∥∥

untuk sembarang pilihan {cn : n ∈ I} dengan
∑
I |cn|2 < ∞. Lebih jauh, kesamaan

dipenuhi jika dan hanya jika cn = 〈f, φn〉 untuk setiap indeks n ∈ I.

Bukti. Kita tulis

f −
∑

cnφn =
(
f −

∑
〈f, φn〉φn

)
+
∑[
〈f, φn〉 − cn

]
φn,

dengan notasi
∑

=
∑
I . Perhatikan bahwa g := f−

∑
〈f, φn〉φn ⊥ φm atau 〈g, φm〉 = 0,

untuk setiap m. Jadi, g ⊥
∑[
〈f, φn〉 − cn

]
φn, sehingga menurut Teorema Pythagoras,

∥∥f −∑ cnφn
∥∥2

=
∥∥f −∑〈f, φn〉φn∥∥2

+
∑
|〈f, φn〉 − cn|2 ≥

∥∥f −∑〈f, φn〉φn∥∥2
,

dan kesamaan dipenuhi jika dan hanya cn = 〈f, φn〉 untuk setiap n ∈ I. [QED]

Contoh 1. Misalkan kita ingin menentukan hampiran terbaik untuk f(x) := sinx di

antara semua kombinasi linear c1 + c2 cosx di L2(0, π). Dalam hal ini, kita mencatat

bahwa { 1√
π
,
√

2√
π

cosx} merupakan himpunan ortonormal di L2(0, π). Sekarang kita hi-

tung 〈
f,

1√
π

〉
=

1√
π

∫ π

0

sinx dx =
2√
π
,

dan 〈
f,

√
2√
π

cosx
〉

=

√
2√
π

∫ π

0

sinx cosx dx = 0.

Jadi hampiran terbaik yang dicari adalah sinx ≈ 2√
π
· 1√

π
= 2

π . Tentu saja ini merupakan

hampiran yang masih kasar, karena kita hanya menggunakan {1, cosx} sebagai ruang

hampirannya.
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8.3 Masalah Sturm-Liouville reguler

Himpunan fungsi ortogonal {cosnx : n ∈ N ∪ {0}} dan {sinnx : n ∈ N} di

L2(0, π) diperoleh dari masalah nilai batas

u′′(x) + λ2u(x) = 0, u′(0) = u′(π) = 0

dan

u′′(x) + λ2u(x) = 0, u(0) = u(π) = 0.

Demikian juga himpunan fungsi ortogonal {e−inx : n ∈ Z} di L2(−π, π) dapat diperoleh

dari masalah nilai batas

u′′(x) + λ2u(x) = 0, u(−π) = u(π), u′(−π) = u′(π).

Pada bagian ini kita akan melihat bahwa ada (banyak) masalah nilai batas yang beru-

jung pada himpunan fungsi ortogonal di L2(a, b).

Secara khusus, kita akan membahas masalah Sturm-Liouville reguler, yang berben-

tuk

(rf ′)′ + pf + λwf = 0,

dengan syarat batas B1(f) = 0 dan B2(f) = 0. Di sini r, r′ dan p bernilai real dan

kontinu pada [a, b], r > 0 pada [a, b], dan w > 0 dan kontinu pada [a, b]. Sementara itu,

B1(f) = 0 dan B2(f) = 0 merupakan syarat batas yang self-adjoint terhadap operator

f 7→ (rf ′)′+pf (lihat Folland, hal. 88). Lebih khusus lagi, kita akan meninjau masalah

Sturm-Liouville berikut pada [0, L]:

f ′′ + λf = 0, f ′(0) = αf(0), f ′(L) = βf(L). (1)

Di sini λ merupakan nilai eigen dari operator −T , dengan Tf := f ′′. Dapat ditunjukkan

bahwa nilai eigen dari masalah ini senantiasa bernilai real (lihat Folland, hal. 89).

Perhatikan jika λ = 0, maka f ′′ = 0 memberikan f(x) = c1 + c2x, dan dari syarat

batas kita peroleh c2 = αc1 dan c2 = β(c1 + c2L). Akibatnya c1 = c2 = 0 atau

β = α
1+αL . Tentu saja kita tidak menghendaki solusi trivial f = 0, karena itu kita

penuhi β = α
1+αL dan ambil c1 = 1, c2 = α.
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Selanjutnya, kita asumsikan λ 6= 0, katakan λ = ν2 dengan ν > 0 atau ν = µi

dengan µ > 0 (tergantung apakah λ > 0 atau λ < 0). Solusi umum dari (1) adalah

f(x) = c1 cos νx+ c2 sin νx.

Karena f(0) = c1 dan f ′(0) = νc2, syarat batas di 0 memberikan νc2 = αc1. Dalam hal

ini, ambil c1 = ν dan c2 = α, sehingga

f(x) = ν cos νx+ α sin νx. (2)

Sekarang syarat batas di L akan memberikan

−ν2 sin νL+ αν cos νL = β(ν cos νL+ α sin νL)

atau

(α− β)ν cos νL = (αβ + ν2) sin νL

atau

tan νL =
(α− β)ν

αβ + ν2
. (3a)

Jika ν = µi, maka (mengingat tan ix = i tanhx) persamaan (3a) menjadi

tanhµL =
(α− β)µ

αβ − µ2
. (3b)

Dalam kedua kasus, kita hanya perlu meninjau nilai ν dan µ positif karena nilai eigen

dari operator −T adalah ν2 atau −µ2.

Jika ν memenuhi (3a), maka fungsi f yang memenuhi (2) merupakan fungsi eigen

untuk masalah (1). Secara umum, f tidak normal, namun kita dapat menormalisasi f

bila dikehendaki.

Untuk memberikan gambaran fungsi eigen seperti apa yang diperoleh, tinjau kasus

α = 1, β = −1, L = π. Dalam hal ini, persamaan (3a) menjadi

tan νπ =
2ν

ν2 − 1
, (3c)

sementara persamaan (3b) menjadi

tanhµπ = − 2µ

µ2 + 1
. (3d)
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Ada banyak solusi persamaan (3c): 0 < ν1 < ν2 < ν3 < · · · dengan νn ≈ n − 1 untuk

n besar, namun tidak ada satupun solusi positif persamaan (3d). Jadi, terdapat tak

terhingga banyak nilai eigen λn = ν2
n untuk (1), dengan λn ≈ (n − 1)2 untuk n besar.

Fungsi eigen yang berpadanan dengan λn adalah

fn(x) := νn cos νnx+ sin νnx.

Dapat diperiksa bahwa himpunan fungsi eigen ini membentuk himpunan ortogonal di

L2
w(0, π) yang dilengkapi dengan hasilkali dalam 〈f, g〉w :=

∫ π
0
f(x)g(x)w(x) dx. Namun

dalam contoh yang kita bahas di sini w ≡ 1, sehingga L2
w(0, π) = L2(0, π).

8.4 Soal Latihan

1. Diketahui f(x) := x, x ∈ [0, π]. Tentukan hampiran terbaik (dalam norma) untuk

f di L2(0, π), di antara fungsi-fungsi yang berbentuk

(a) a0 + a1 cosx+ a2 cos 2x.

(b) b1 sinx+ b2 sin 2x.

(c) a cosx+ b sinx.

2. Buktikan bahwa himpunan fungsi eigen {fn : n ∈ N} pada §8.3 merupakan him-

punan ortogonal di L2(0, π). Hitung ‖fn‖ untuk tiap n ∈ N.
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9. Polinom Legendre, Basis Haar, dan Basis Walsh

Beberapa basis ortogonal untuk L2(a, b) merupakan himpunan polinom. Selain itu,

terdapat pula basis ortogonal lainnya yang menarik.

9.1 Himpunan Polinom Ortogonal

Misalkan (a, b) suatu interval terbuka di R dan w(x) fungsi bernilai positif pada

(a, b) sehingga
∫ b
a
xnw(x) dx konvergen mutlak untuk n = 0, 1, 2, . . .. Maka, terdapat

tepat satu barisan polinom (pn)∞n=0 yang berbentuk

p0(x) := 1

p1(x) := x+ a0

p2(x) := x2 + b1x+ b0

p3(x) := x3 + c2x
2 + c1x+ c0

...

yang saling ortogonal terhadap bobot w pada (a, b), yakni

〈pi, pj〉w :=

∫ b

a

pi(x)pj(x)w(x) dx = 0, i 6= j.

Dalam hal ini, konstanta a0 dapat diperoleh dari 〈p1, p0〉w = 0, yaitu

a0 = −
∫ b
a
xw(x) dx∫ b
a
w(x) dx

.

Selanjutnya, konstanta b0 dan b1 dapat diperoleh dari 〈p2, p0〉w = 0 dan 〈p2, p1〉w = 0.

Bila diteruskan, maka pada langkah ke-n, terdapat n persamaan dan n konstanta yang

hendak dicari nilainya.

Secara umum, kita mempunyai lemma berikut tentang polinom sembarang.
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Lemma A. Misalkan (pn)∞n=0 barisan polinom dengan pn berderajat n untuk tiap

n = 0, 1, 2, . . .. Maka, setiap polinom berderajat k (k = 0, 1, 2, . . .) merupakan kombinasi

linear dari p0, p1, . . . , pk.

Sebagai akibat dari Lemma A, barisan atau himpunan polinom yang dibahas di

atas merentang ruang polinom pada (a, b). Kekhususan himpunan polinom tersebut

adalah keortogonalannya terhadap hasilkali dalam 〈·, ·〉w. Pada subbab selanjutnya,

kita akan berkenalan dengan himpunan polinom yang mempunyai kekhususan berbeda.

9.2 Polinom Legendre

Himpunan polinom yang akan dipelajari berikut ini merupakan himpunan fungsi

eigen dari suatu Masalah Sturm-Liouville singular, namun kita tidak akan membahasnya

melalui masalah nilai batas seperti pada bab sebelumnya, melainkan melalui Rumus

Rodrigues

pn(x) :=
Cn
w(x)

dn

dxn
[w(x)Q(x)n]

dengan Cn konstanta normalisasi, w(x) fungsi bobot (sehingga pi ⊥ pj terhadap w),

dan Q(x) adalah suatu polinom tertentu. Dari rumus ini, kita dapat membuktikan

keortogonalan di antara pi dan pj untuk i 6= j terhadap w, menurunkan persamaan

diferensial yang dipenuhi oleh pn, dan menentukan konstanta normalisasinya.

Untuk n = 0, 1, 2, . . . , polinom Legendre didefinisikan sebagai

Pn(x) :=
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, x ∈ [−1, 1].

Di sini, w(x) ≡ 1. Mengingat bahwa (x2 − 1)n adalah polinom berderajat 2n, maka

Pn merupakan polinom berderajat n. Untuk beberapa nilai n pertama, kita dapatkan

rumus untuk Pn:
P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)

...
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Secara umum,

Pn(x) =
(2n)!

2n(n!)2
xn + · · · .

Catat bahwa untuk n genap Pn merupakan fungsi genap, dan untuk n ganjil Pn meru-

pakan fungsi ganjil.

Teorema B. Himpunan polinom Legendre {Pn : n = 0, 1, 2, . . .} ortogonal di L2(−1, 1)

dengan

‖Pn‖2 =
2

2n+ 1
, n ∈ N.

Bukti. Jika f adalah fungsi C(n) pada [−1, 1], maka (dengan pengintegralan parsial

sebanyak n kali)

2nn!〈f, Pn〉 =

∫ 1

−1

f(x)
dn

dxn
(x2 − 1)n dx = (−1)n

∫ 1

−1

f (n)(x)(x2 − 1)ndx.

Akibatnya, untuk m < n, kita peroleh 〈Pm, Pn〉 = 0. Dengan menukar peran m dan n,

jika juga peroleh 〈Pm, Pn〉 = 0 untuk m > n.

Selanjutnya, dengan mengambil f = Pn, kita dapatkan

‖Pn‖2 =
(2n)!

22n(n!)2

∫ 1

−1

(1− x2)ndx =
2

2n+ 1
,

sesuai dengan yang diharapkan. [QED]

Kedua teorema di bawah ini dinyatakan tanpa bukti. Bila anda tertarik untuk

mempelajari buktinya, lihat buku G.B. Folland ”Fourier Analysis and Its Applications”.

(Sebagai catatan, bukti Teorema D menggunakan Teorema Aproksimasi Weierstrass

yang akan dibahas pada Bab 11.)

Teorema C. Polinom Pn, n = 0, 1, 2, . . ., memenuhi persamaan diferensial

[(1− x2)P ′n(x)]′ + n(n+ 1)Pn(x) = 0.

Teorema D. Himpunan {Pn : n = 0, 1, 2, . . .} merupakan basis ortogonal untuk

L2(−1, 1).

Catatan. Menggunakan Teorema D, dapat dibuktikan bahwa {P2n : n = 0, 1, 2, . . .}

dan {P2n+1 : n = 0, 1, 2, . . .} merupakan basis ortogonal di L2(0, 1).
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9.3 Basis Haar dan Basis Walsh

Selain himpunan polinom, terdapat basis ortonormal lainnya untuk L2(0, 1) yang

menarik, khususnya basis Haar dan basis Walsh.

Basis Haar adalah himpunan fungsi H := {h0}∪{hjk : j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j}, dengan

h0(x) :=

{
1, jika 0 < x < 1,
0, jika x lainnya;

dan

hjk(x) :=

 2j/2, jika 2−jk < x < 2−j(k + 1/2),
−2j/2, jika 2−j(k + 1/2) < x < 2−j(k + 1),
0, jika x lainnya.

Catat bahwa fungsi h00 berbeda dari fungsi h0.

Gambar 9.3a: Beberapa Fungsi Haar

Teorema E. Himpunan fungsi H ortonormal dan lengkap di L2(0, 1).

Selanjutnya, definisikan fungsi Rademacher ri sebagai ‘fungsi tangga sinusoidal’

berperiode 2−i+1, i = 0, 1, 2, . . .; yakni ri(x) := (−1)di(x) dengan di(x) adalah dijit ke-i

dari representasi biner x := [0.d1d2 . . .]2. (Di sini x ∈ [0, 1].)
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Gambar 9.3b: Beberapa Fungsi Rademacher

Untuk n = 0, 1, 2, . . ., fungsi Walsh wn didefinisikan sebagai berikut:

w0(x) := r0(x)

dan untuk n = 1, 2, 3, . . .

wn(x) := r1(x)b1 · · · rk(x)bk

dengan n = [bk · · · b1]2 menyatakan representasi biner dari n. Jadi, sebagai contoh,

w1(x) = r1(x), w2(x) = r2(x), w3(x) = r1(x)r2(x), dan seterusnya.

Gambar 9.3c: Beberapa Fungsi Walsh

Teorema F. Himpunan fungsi Walsh W := {wn : n = 0, 1, 2, . . .} merupakan basis

ortonormal untuk L2(0, 1).
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Keortonormalan himpunan fungsi Haar dan himpunan fungsi Walsh dapat diperik-

sa dengan relatif mudah, namun untuk membuktikan kelengkapannya perlu pengamatan

yang lebih mendalam mengenai sifat-sifat kedua himpunan ini. Sebagai contoh, him-

punan bagian yang terdiri dari 2i pertama fungsi Haar (atau fungsi Walsh) merentang

subruang fungsi tangga dengan ‘lebar tangga’ 2−i.

9.4 Soal Latihan

1. Tentukan a0, b0 dan b1 sedemikian sehingga p0(x) := 1, p1(x) := x + a0, dan

p2(x) := x2 + b1x+ b0 saling ortogonal terhadap hasilkali dalam

〈pi, pj〉 :=

∫ 1

0

pi(x)pj(x)x dx.

Nyatakan p(x) := x2 +2x+3 sebagai kombinasi linear dari p0(x), p1(x), dan p2(x).

2. Buktikan bahwa himpunan polinom Legendre {P2n : n = 0, 1, 2, . . .} dan {P2n+1 :

n = 0, 1, 2, . . .} merupakan basis ortogonal untuk L2(0, 1).

3. Buktikan bahwa himpunan fungsi Haar ortonormal.

4. Buktikan bahwa himpunan fungsi Walsh ortonormal.

5. Buktikan bahwa himpunan {h0, h00, h10, h11} merentang subruang fungsi tangga

dengan lebar tangga 1
4 .

6. Buktikan bahwa himpunan {w0, w1, w2, w3} merentang subruang fungsi tangga de-

ngan lebar tangga 1
4 .
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10. Transformasi Fourier

Dalam beberapa bab ke depan, kita akan membahas transformasi Fourier serta

sifat-sifat dan aplikasinya. Seperti halnya pada pembahasan deret Fourier, sebagian be-

sar materi pembahasan transformasi Fourier di sini diambil dari buku “Fourier Analysis

and Its Applications” karangan G.B. Folland (Wadsworth, 1992).

10.1 Motivasi

Pada Bab 4, kita telah membahas deret Fourier pada interval [−L,L] sembarang,

yakni

f(x) =
∞∑

n=−∞
cne

inπx/L, |x| ≤ L,

dengan

cn =
1

2L

∫ L

−L
f(x)e−inπx/Ldx, n ∈ N.

Dalam hal ini, cn menyimpan informasi tentang f dengan frekuensi
∣∣nπ
L

∣∣. Semakin besar

nilai L, semakin kerap domain frekuensinya.

Bagaimana bila L → ∞? Dengan sedikit modifikasi, kita dapat menuliskan ulang

rumus di atas sebagai

f(x) =
1

2L

∞∑
n=−∞

cn,Le
inπx/L,

dengan

cn,L =

∫ L

−L
f(x)e−inπx/Ldx.

Selanjutnya misalkan ∆ξ := π
L dan ξn := n∆ξ = nπ

L . Maka

f(x) =
1

2π

∞∑
n=−∞

cn,Le
iξnx∆ξ,

dengan

cn,L =

∫ L

−L
f(x)e−iξnxdx.
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Jika f(x) → 0 cukup cepat untuk |x| → ∞, maka cn,L tidak akan berbeda banyak

apabila daerah pengintegralannya diperluas dari [−L,L] ke (−∞,∞), yakni

cn,L ≈
∫ ∞
−∞

f(x)e−iξnxdx = f̂(ξn), n ∈ N.

Dalam hal ini,

f(x) ≈ 1

2π

∞∑
n=−∞

f̂(ξn)eiξnx∆ξ, |x| ≤ L.

Ini mirip dengan jumlah Riemann dari f̂ pada (−∞,∞).

Jika L → ∞, maka ∆ξ → 0 dan ξn semakin memadati R, sehingga ≈ dapat

digantikan dengan = dan rumus di atas menjadi

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiξxdξ, x ∈ R, (1)

dengan

f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−iξxdx, ξ ∈ R. (2)

Kalkulasi ini tentu saja masih merupakan kalkulasi kasar, namun untuk f tertentu

kalkulasi ini berlaku. Rumus (2) disebut transformasi Fourier dari f , dan rumus (1)

merupakan rumus inversi Fourier, yang merupakan cara untuk memperoleh f kembali

dari f̂ — yang akan kita buktikan kelak secara cermat.

10.2 Ruang L1(R) dan L2(R)

Untuk merapikan definisi transformasi Fourier dan mempelajari sifat-sifatnya, kita

perlu beberapa asumsi, istilah dan notasi. Pertama, fungsi yang akan kita bahas se-

lanjutnya adalah fungsi yang terdefinisi pada R. Seperti ketika kita mendefinisikan

deret Fourier, kita asumsikan bahwa f terintegralkan (mutlak) pada R. Untuk itu, kita

definisikan ruang L1 = L1(R) sebagai ruang semua fungsi f yang terintegralkan mutlak

pada R, yakni

L1 :=
{
f :

∫ ∞
−∞
|f(x)| dx <∞

}
.

Ruang L1 dilengkapi dengan norma ‖ · ‖1 yang rumusnya adalah

‖f‖1 :=

∫ ∞
−∞
|f(x)| dx.
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Sebagai perluasan dari L2(a, b), kita juga mendefinisikan ruang L2 = L2(R) sebagai

ruang semua fungsi f yang kuadratnya terintegralkan, yakni

L2 :=
{
f :

∫ ∞
−∞
|f(x)|2 dx <∞

}
.

Ruang L2 dilengkapi dengan norma ‖ · ‖2 yang rumusnya adalah

‖f‖2 :=
[∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx

]1/2
.

Catat bahwa tidak ada hubungan ‘urutan’ di antara L1 dan L2. Sebagai contoh,

tinjau

f(x) =

{
x−2/3, jika 0 < x < 1,
0, jika x lainnya

dan

g(x) =

{
x−2/3, jika x > 1,
0, jika x lainnya.

Maka f ∈ L1 tetapi f /∈ L2, sementara g ∈ L2 tetapi g /∈ L1.

Walaupun demikian, ada dua fakta yang kelak berguna bagi kita mengenai kedua

ruang ini, yaitu:

(1) Jika f ∈ L1 dan f terbatas pada R, maka f ∈ L2. Persisnya

|f | ≤M ⇒ |f |2 ≤M |f | ⇒
∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx ≤M

∫ ∞
−∞
|f(x)| dx <∞.

(2) Jika f ∈ L2 dan f bernilai 0 di luar suatu interval [a, b], maka f ∈ L1. Persisnya∫ ∞
−∞
|f(x)| dx =

∫ b

a

1 · |f(x)| dx ≤ (b− a)1/2
[∫ b

a

|f(x)|2dx
]1/2

<∞.

Catatan. Ruang L1 dan L2 merupakan kasus khusus dari ruang Lebesgue Lp = Lp(R),

1 ≤ p ≤ ∞ yang beranggotakan semua fungsi f sedemikian sehingga
∫∞
−∞ |f(x)|pdx <

∞. Untuk 1 ≤ p < ∞, norma pada ruang Lp adalah ‖f‖p :=
[∫∞
−∞ |f(x)|pdx

]1/p
.

Untuk p = ∞, norma integral digantikan dengan norma supremum esensial: ‖f‖∞ :=

esssup {|f(x)| : x ∈ R}.
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10.3 Transformasi Fourier

Misalkan f ∈ L1, yakni ‖f‖1 =
∫∞
−∞ |f(x)| dx < ∞. Transformasi Fourier dari f ,

yang kita tuliskan sebagai f̂ , didefinisikan oleh

f̂(ξ) :=

∫ ∞
−∞

f(x)e−iξxdx, ξ ∈ R.

Seperti halnya dalam pembahasan deret Fourier, pertanyaan kita adalah bagaimana

kita dapat memperoleh f kembali dari f̂ . Kesamaan (1) menyarankan kita untuk men-

definisikan invers transformasi Fourier dari g, yang dituliskan sebagai ǧ, sebagai

ǧ(x) :=
1

2π

∫ ∞
−∞

g(ξ)eixξdξ, x ∈ R.

Teorema inversi Fourier, yang akan kita bahas nanti, menyatakan bahwa

(f̂ )̌ (x) = f(x), h.d.m.

asalkan f dan f̂ terintegralkan.

Sebelum sampai ke sana, kita pelajari dahulu sifat-sifat dasar transformasi Fourier.

Teorema A. Jika f ∈ L1, maka f̂ terbatas pada R.

Bukti. Perhatikan bahwa untuk setiap ξ ∈ R berlaku

|f̂(ξ)| ≤
∫ ∞
−∞
|e−iξxf(x)| dx =

∫ ∞
−∞
|f(x)| dx = ‖f‖1.

Jadi f̂ terbatas pada R, dengan ‖f̂‖∞ := ess sup{|f(x)| : x ∈ R} ≤ ‖f‖1. [QED]

Teorema B. Jika f ∈ L1, maka f̂ kontinu pada R.

Bukti. Untuk setiap ξ dan h ∈ R,

f̂(ξ + h)− f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

e−iξx(e−ihx − 1)f(x) dx,

sehingga

|f̂(ξ + h)− f̂(ξ)| ≤
∫ ∞
−∞
|e−ihx − 1| |f(x)| dx.

Integran di ruas kanan didominasi oleh 2|f(x)| dan menuju 0 apabila h → 0. Jadi,

menurut Teorema Kekonvergenan Terdominasi Lebesgue, ruas kanan mestilah menuju

0 apabila h→ 0, dan akibatnya ruas kiri juga menuju 0 apabila h→ 0. [QED]
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Teorema C (Riemann-Lebesgue). Jika f ∈ L1, maka lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0.

Bukti. Perhatikan bahwa −f̂(ξ) =
∫∞
−∞ f(x)e−iξ(x+π

ξ )dx =
∫∞
−∞ f(x − π

ξ )e−iξxdx.

Karena itu

2f̂(ξ) = f̂(ξ)− (−f̂(ξ)) =

∫ ∞
−∞

(
f(x)− f

(
x− π

ξ

))
e−iξxdx,

sehingga

2|f̂(ξ)| ≤
∫ ∞
−∞

∣∣∣f(x)− f
(
x− π

ξ

)∣∣∣ dx.
Karena f ∈ L1, maka (menggunakan kekontinuan dalam norma di L1) ruas kanan akan

menuju 0 apabila |ξ| → ∞. Dengan demikian ruas kiri pun mestilah menuju 0 apabila

|ξ| → ∞. [QED]

Akibat D. Transformasi Fourier F memetakan fungsi f di L1 ke fungsi Ff := f̂ di

C0(R).

Catatan. C0(R) adalah ruang fungsi kontinu dan terbatas pada R dengan limit nol di

±∞. Notasi Ff akan kita gunakan secara bergantian dengan notasi f̂ untuk menyata-

kan transformasi Fourier dari f .

Berkenaan dengan translasi dan dilasi, transformasi Fourier mempunyai sifat seba-

gai berikut.

Teorema E. Misalkan f ∈ L1 dan a ∈ R.

(i) Jika g(x) := f(x− a), maka ĝ(ξ) = e−iaξ f̂(ξ);

(ii) Jika g(x) := eiaxf(x), maka ĝ(ξ) = f̂(ξ − a).

Selanjutnya, misalkan δ > 0.

(iii) Jika g(x) := δ−1f(x/δ), maka ĝ(ξ) = f̂(δξ);

(iv) Jika g(x) := f(δx), maka ĝ(ξ) = δ−1f̂(ξ/δ).

Berkenaan dengan operasi turunan dan perkalian dengan peubah bebasnya, trans-

formasi Fourier mempunyai sifat sebagai berikut.

Teorema F. Misalkan f ∈ L1. Jika f kontinu dan mulus bagian demi bagian pada R,

dan f ′ ∈ L1, maka

(f ′)̂ (ξ) = iξf̂(ξ).



74 Hendra Gunawan

Sebaliknya, jika g(x) := xf(x) terintegralkan mutlak pada R, maka ĝ(ξ) = i(f̂)′(ξ).

Berikut ini adalah beberapa contoh transformasi Fourier dari fungsi-fungsi tertentu.

Contoh 1. Jika f = χ[−a,a] (a > 0), maka f̂(ξ) = 2 sin aξ
ξ .

Contoh 2. Jika f(x) = 1
x2+a2 (a > 0), maka f̂(ξ) = π

a e
−a|ξ|.

Contoh 3. Jika f(x) = e−ax
2

(a > 0), maka f̂(ξ) =
√

π
a e
− ξ

2

4a .

Contoh 1 dapat dihitung langsung, sementara Contoh 2 memerlukan teorema residu

(untuk suatu integral fungsi kompleks yang berpadanan). Untuk Contoh 3, perhatikan

bahwa f memenuhi persamaan diferensial f ′(x) + 2axf(x) = 0. Kenakan transformasi

Fourier pada persamaan ini, kita peroleh persamaan diferensial yang dipenuhi oleh f̂ ,

dan akhirnya kita peroleh rumus untuk f̂ .

10.4 Soal Latihan

1. Buktikan Teorema E.

2. Buktikan Teorema F.

3. Buktikan bahwa (f (n))̂ (ξ) = (iξ)nf̂(ξ), untuk setiap n ∈ N.

4. Buktikan tiga contoh transformasi Fourier di atas.
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11. Konvolusi

Operasi konvolusi yang akan kita bahas di sini sebetulnya pernah kita jumpai

pada pembahasan deret Fourier (ketika membuktikan kekonvergenan jumlah parsial-

nya). Operasi konvolusi merupakan pengganti operasi perkalian yang ‘berjodoh’ dengan

transformasi Fourier (seperti halnya operasi komposisi berjodoh dengan turunan).

11.1 Konvolusi dan sifat-sifat dasarnya

Misalkan f dan g fungsi yang terdefinisi pada R. Konvolusi dari f dan g adalah

fungsi f ∗ g yang didefinisikan sebagai

f ∗ g(x) :=

∫ ∞
−∞

f(x− y)g(y) dy, x ∈ R,

asalkan integral ini konvergen.

Perhatikan jika f ∈ L1 dan g terbatas, misalkan |g(x)| ≤M hampir di mana-mana,

maka ∫ ∞
−∞
|f(x− y)g(y)| dy ≤M

∫ ∞
−∞
|f(x− y)| dy <∞.

Hal serupa terjadi jika f terbatas dan g ∈ L1. Selanjutnya, kita amati pula jika f, g ∈

L2, maka∫ ∞
−∞
|f(x− y)g(y)| dy ≤

[∫ ∞
−∞
|f(x− y)|2dy

]1/2[∫ ∞
−∞
|g(y)|2dy

]1/2
= ‖f‖2‖g‖2 <∞.

Jadi konvolusi dari f dan g terdefinisi dengan baik setidaknya untuk beberapa kasus di

atas. Lebih jauh, kita mempunyai teorema berikut.

Teorema A. Jika f, g ∈ L1, maka fungsi y 7→ f(x − y)g(y) ada di L1 untuk hampir

setiap x ∈ R, f ∗ g ∈ L1, dan

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.



76 Hendra Gunawan

Bukti. Fungsi (x, y) 7→ f(x− y)g(y) merupakan fungsi terukur pada R2. Selanjutnya,∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|f(x− y)g(y)| dx dy =

∫ ∞
−∞
|g(y)| ·

∫ ∞
−∞
|f(x− y)| dx dy = ‖f‖1‖g‖1 <∞.

Jadi, hipotesis Teorema Fubini dipenuhi, dan karena itu fungsi y 7→ f(x − y)g(y) ada

di L1 untuk hampir setiap x ∈ R, f ∗ g ∈ L1, dan

‖f ∗ g‖1 =

∫ ∞
−∞

∣∣∣∫ ∞
−∞

f(x− y)g(y)dy
∣∣∣ dx

≤
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|f(x− y)g(y)| dx dy

= ‖f‖1‖g‖1 <∞,

sebagaimana yang diharapkan. [QED]

Teorema B (Sifat-sifat konvolusi). Misalkan f, g, h ∈ L1 dan a, b ∈ R. Maka

(i) a(f ∗ g) = (af ∗ g) = f ∗ (ag);

(ii) f ∗ (ag + bh) = a(f ∗ g) + b(f ∗ h);

(iii) f ∗ g = g ∗ f ;

(iv) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h.

Bukti. Latihan.

Teorema C. Misalkan f mempunyai turunan dan konvolusi f ∗ g dan f ′ ∗ g terdefinisi

dengan baik. Maka f ∗ g mempunyai turunan dan (f ∗ g)′ = f ′ ∗ g.

Bukti. Latihan.

Walaupun operasi konvolusi itu komutatif, kita dapat memandang salah satu fungsi,

sebutlah g, sebagai konvolutor dalam f ∗ g. Diberikan fungsi f , kira-kira apa yang di-

lakukan oleh konvolutor g terhadap f? Sebagai gambaran, perhatikan contoh berikut.

Misalkan a > 0 dan

g(x) :=

{
1
2a , jika −a < x < a,
0, jika x lainnya.

Maka,

f ∗ g(x) =
1

2a

∫ a

−a
f(x− y) dy =

1

2a

∫ x+a

x−a
f(y) dy.



Analisis Fourier dan Wavelet 77

Di sini f ∗ g(x) dapat diinterpretasikan sebagai proses perataan di sekitar x. Tetapi x

berjalan; sehingga f ∗ g dapat dipandang sebagai proses ‘perataan berjalan’ terhadap

f . Secara umum, hasilnya adalah suatu fungsi yang lebih mulus daripada f semula.

11.2 Identitas hampiran

Operasi konvolusi tidak mempunyai unsur identitas. Andaikan ada unsur identitas,

misalnya e, maka f ∗ e = f untuk setiap f ∈ L1. Ini mustahil, karena kita mempunyai

teorema berikut.

Teorema D. Misalkan f, g ∈ L1. Maka, (f ∗ g)̂ = f̂ ĝ.

Bukti. Berdasarkan definisi, Teorema Fubini, dan substitusi peubah z = x − y, kita

peroleh

(f ∗ g)̂ (ξ) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x− y)g(y)e−iξxdy dx

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x− y)e−iξ(x−y)g(y)e−iξydx dy

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(z)e−iξzdz g(y)e−iξydy

= f̂(ξ)ĝ(ξ).

Dengan demikian teorema terbukti. [QED]

Akibat E. Tidak terdapat fungsi e ∈ L1 yang memenuhi f ∗e = f untuk setiap f ∈ L1.

Bukti. Andaikan ada fungsi e ∈ L1 sedemikian sehingga f ∗ e = f untuk setiap f ∈ L1,

maka ê(ξ) = 1 untuk setiap ξ ∈ R. Ini bertentangan dengan Teorema Riemann-

Lebesgue yang mengharuskan ê(ξ)→ 0 untuk |ξ| → ∞. [QED]

Walau tidak ada unsur identitas terhadap operasi konvolusi, terdapat identitas

hampiran — yang akan didefinisikan di bawah ini.

Misalkan φ ∈ L1. Untuk setiap ε > 0, definisikan

φε(x) =
1

ε
φ
(x
ε

)
, x ∈ R. (1)

Perhatikan bahwa ∫ ∞
−∞

φε(x) =

∫ ∞
−∞

φ
(x
ε

)
d
(x
ε

)
=

∫ ∞
−∞

φ(y) dy.
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Lebih jauh, untuk a < 0 < b sembarang, kita mempunyai∫ b

a

φε(x) dx =

∫ b/ε

a/ε

φ(y) dy,

yang menghampiri
∫∞
−∞ φ(y) dy apabila ε ≈ 0.

Teorema F. Misal φ ∈ L1 sedemikian sehingga
∫∞
−∞ φ(y) dy = 1, α :=

∫ 0

−∞ φ(y) dy dan

β :=
∫∞

0
φ(y) dy (sehingga α+β = 1). Misalkan f kontinu bagian demi bagian pada R,

dan misalkan f terbatas atau φ bernilai nol di luar suatu interval terhingga – sehingga

f ∗ φ terdefinisi dengan baik. Definisikan φε untuk ε > 0, seperti pada (1). Maka

lim
ε→0

f ∗ φε(x) = αf(x+) + βf(x−), x ∈ R.

Khususnya, jika f kontinu di x, maka

lim
ε→0

f ∗ φε(x) = f(x).

Lebih jauh, jika f kontinu di setiap titik pada [a, b], maka kekonvergenan di atas meru-

pakan kekonvergenan seragam pada [a, b].

Catatan. Keluarga fungsi {φε} disebut identitas hampiran, karena operasi konvolusi

dengan φε memberikan hampiran terhadap operator identitas bila ε→ 0.

Bukti. Untuk setiap x ∈ R dan ε > 0, tuliskan

f ∗ φε(x)− (αf(x+) + βf(x−)) =

∫ 0

−∞
[f(x− y)− f(x+)]φε(y) dy +

+

∫ ∞
0

[f(x− y)− f(x−)]φε(y) dy.

Akan dibuktikan bahwa kedua integral di ruas kanan dapat dibuat sekecil-kecilnya de-

ngan cara memilih ε cukup kecil. Karena mirip, kita hanya akan menggarap integral

kedua. Diberikan δ > 0, pilih c > 0 cukup kecil sehingga |f(x − y) − f(x−)| < δ
‖φ‖1

untuk 0 < y < c. Di sini, c mungkin bergantung pada x, selain pada δ. Sekarang

tuliskan
∫∞

0
. . . =

∫ c
0
. . .+

∫∞
c
. . .. Maka∣∣∣∫ c

0

[f(x− y)− f(x−)]φε(y) dy
∣∣∣ < δ

‖φ‖1

∫ c

0

|φε| dy ≤ δ.
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Untuk x > c, jika f terbatas, katakan |f(x)| ≤M , maka∣∣∣∫ ∞
c

[f(x− y)− f(x−)]φε(y) dy
∣∣∣ ≤ 2M

∫
c

|φε(y)| dy = 2M

∫ ∞
c/ε

|φ(y)| dy,

yang dapat dibuat lebih kecil daripada δ dengan cara memilih ε cukup kecil (karena

φ ∈ L1). Jika yang diketahui adalah φ bernilai nol di luar suatu interval [−R,R], maka

φε(x) = 0 untuk |x| > εR. Dalam hal ini, kita pilih ε < c
R sehingga φε(x) = 0 untuk

x > c (karena c > εR). Akibatnya,∫ ∞
c

[f(x− y)− f(x−)]φε(y) dy = 0.

Jadi, sebagai kesimpulan, kita peroleh bahwa∫ ∞
0

[f(x− y)− f(x−)]φε(y) dy → 0,

bila ε→ 0. Ini membuktikan bagian pertama dari teorema.

Selanjutnya, jika f kontinu di x, maka

lim
ε→0

f ∗ φε(x) = αf(x) + βf(x) = f(x).

Akhirnya, jika f kontinu pada [a, b], maka f kontinu seragam pada [a, b], sehingga pemi-

lihan c (dan konsekuensinya juga pemilihan ε) dapat dibuat bebas dari x ∈ [a, b]. Dalam

hal ini, f ∗ φε(x)→ f(x) secara seragam pada [a, b]. [QED]

Teorema G. Misalkan φ ≥ 0 dan
∫∞
−∞ φ(x) dx = 1. Untuk setiap ε > 0, definisikan

φε(x) = 1
εφ
(
x
ε

)
. Maka, untuk setiap f ∈ Lp (1 ≤ p <∞), kita mempunyai

‖φε ∗ f − f‖p → 0, ε→ 0.

Bukti. Tidak dibahas. (Lihat Hewitt & Stromberg, Teorema 21.37, bila penasaran.)

11.3 Fungsi Gauss dan Teorema Aproksimasi Weierstrass

Salah satu fungsi yang sering digunakan untuk identitas hampiran adalah fungsi

Gauss G(y) := 1√
π
e−y

2

. Perhatikan bahwa

[∫ ∞
−∞

e−y
2

dy
]2

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−(x2+y2)dx dy =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−r
2

r dr dθ = π.
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Jadi
∫∞
−∞ e−y

2

dy =
√
π dan

∫∞
−∞G(y) dy = 1. Selain itu, fungsi G genap, sehingga

α =
∫ 0

−∞G(y) dy = 1
2 dan β =

∫∞
0
G(y) dy = 1

2 . Lebih jauh, G(k)(y) = Pk(y)e−y
2

untuk

suatu polinom Pk berderajat k, sehingga |G(k)(y)| ≤ Cke
−|y|. Jadi, jika f terbatas,

maka f ∗Gε merupakan fungsi C∞ yang menghampiri f bila ε ≈ 0.

Teorema H (Aproksimasi Weierstrass). Jika f kontinu pada interval terhingga [a, b],

maka f merupakan limit seragam dari polinom pada [a, b], yakni untuk setiap δ > 0

terdapat polinom P sedemikian sehingga

sup
a≤x≤b

|f(x)− P (x)| < δ.

Bukti. Perluas f ke seluruh R sehingga f kontinu dan bernilai nol di luar interval

[a − 1, b + 1]. Maka, menurut teorema sebelumnya, f ∗ Gε → f secara seragam pada

[a, b], dengan G(y) = 1√
π
e−y

2

. Selanjutnya, diberikan δ > 0, dapat dipilih ε > 0 cukup

kecil sehingga

sup
a≤x≤b

∣∣∣f(x)− 1

ε
√
π

∫ b+1

a−1

e−(x−y)2/ε2f(y) dy
∣∣∣ < δ

2
.

Sekarang, untuk x ∈ [a, b] dan y ∈ [a− 1, b+ 1], kita mempunyai x−yε ∈
[
a−b−1
ε , b−a+1

ε

]
,

dan deret Taylor
∑∞
n=0(−1)n t

2n

n! konvergen seragam ke e−t
2

pada interval tersebut.

Karena itu kita dapat menghampiri e−(x−y)2/ε2 dengan suatu polinom Taylor, yaitu

N∑
n=0

(−1)n

n!

(x− y
ε

)2n

.

Di sini N ∈ N dapat kita pilih cukup besar sehingga

sup
a≤x≤b

|f(x)− P (x)| < δ,

dengan

P (x) =
1

ε
√
π

N∑
n=0

∫ b+1

a−1

(−1)n

n!

(x− y
ε

)2n

f(y) dy.

Dalam hal ini P merupakan polinom (berderajat 2N) yang kita cari. [QED]
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11.4 Soal latihan

1. Diketahui φ = χ[−1,1]. Tentukan

(i) φ ∗ φ.

(ii) φ ∗ φ ∗ φ.

2. Misalkan φ = χ[−1,1] dan φε(x) = 1
εφ
(
x
ε

)
. Misalkan f(x) = x3−x. Hitunglah f ∗φε

dan periksa bahwa f ∗ φε → 2f bila ε→ 0. [Catat bahwa
∫∞
−∞ φ(y) dy = 2.]
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12. Teorema Inversi Fourier dan Transformasi Fourier di L2(R)

12.1 Teorema Inversi Fourier

Dari hasil hitung-hitungan kasar di awal Bab 10, kita ingin membuktikan bahwa,

dalam kondisi tertentu, kita mempunyai

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiξxdξ = (f̂ )̌ (x),

untuk (hampir) setiap x ∈ R. Melalui kesamaan inilah kita dapat memperoleh f

kembali dari f̂ . Tetapi kapankah kesamaan ini berlaku?

Teorema A (Teorema Inversi Fourier). Misalkan f ∈ L1, kontinu bagian demi bagian,

dan f̂ ∈ L1. Maka f kontinu dan

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiξxdξ,

untuk setiap x ∈ R.

Bukti. Misalkan φ(x) := 1√
2π
e−x

2/2 dan φε(x) := 1
εφ
(
x
ε

)
. Maka

∫∞
−∞ φ(x) dx = 1,

sehingga menurut Tereoma 11-E, f ∗ φε(x) → 1
2 [f(x−) + f(x+)] untuk setiap x ∈ R.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f ∗φε(x)→ 1
2π

∫∞
−∞ f̂(ξ)eiξxdξ untuk setiap x ∈ R.

Untuk itu, perhatikan bahwa untuk setiap x ∈ R kita mempunyai

f ∗ φε(x) =
1

ε
√

2π

∫ ∞
−∞

f(y)e−
1
2

(
x−y
ε

)2
dy =

1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiξxe−
ε2ξ2

2 dξ,

mengingat

e−
1
2

(
x−y
ε

)2
=

ε√
2π
F
(
e−

ε2ξ2

2

)
(y − x) =

ε√
2π

∫ ∞
−∞

e−
ε2ξ2

2 eiξ(x−y)dξ.

Sekarang jika ε→ 0, maka e−
ε2ξ2

2 → 1; sehingga f̂(ξ)eiξxe−
ε2ξ2

2 → f̂(ξ)eiξx untuk setiap

ξ ∈ R. Selain itu, untuk setiap ε > 0, kita mempunyai∣∣∣|f̂(ξ)eiξxe−
ε2ξ2

2

∣∣∣ ≤ |f̂(ξ)|,
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untuk setiap ξ ∈ R. Karena f̂ ∈ L1, maka menurut Teorema Kekonvergenan Terdomi-

nasi Lebesgue,

f ∗ φε(x)→ 1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiξxdξ,

dan ini berlaku untuk setiap x ∈ R. Jadi, karena limit itu tunggal, kita peroleh

1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiξxdξ =
1

2
[f(x−) + f(x+)].

Namun, integral di ruas kiri tak lain adalah transformasi Fourier dari f̂ yang dihitung

di −x. Karena itu ia merupakan fungsi yang kontinu, sehingga f mestilah kontinu dan

f(x) =
1

2
[f(x−) + f(x+)] =

1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiξxdξ,

sebagaimana yang diharapkan. [QED]

Akibat B. Misal f, g ∈ L1 dengan f̂ , ĝ ∈ L1. Jika f̂ = ĝ, maka f = g.

Bukti. Jika f̂ = ĝ, maka (f − g)̂ = 0. Akibatnya,

(f − g)(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

(f − g)̂ (ξ)eiξxdξ =

∫ ∞
−∞

0 dξ = 0,

untuk setiap x ∈ R. [QED]

Catatan. (1) Teorema Inversi Fourier memberitahu kita bahwa transformasi Fourier

mempunyai invers, yang kita sebut transformasi Fourier invers. Jika transformasi

Fourier kita lambangkan dengan F , maka transformasi Fourier invers dilambangkan

dengan F−1. Jadi, jika Ff = f̂ , maka f = F−1f̂ = (f̂ )̌ .

(2) Terdapat banyak fungsi f di L1 yang transformasi Fourier-nya juga merupakan fungsi

di L1. Sebagai contoh, jika f ′′ ada, f ′ dan f ′′ terintegralkan, maka (f ′′)̂ (ξ) = −ξ2f̂(ξ)

terbatas, sehingga |f̂(ξ)| ≤ C
1+ξ2 dan karena itu f̂ ∈ L1. Perhatikan pula bahwa dalam

hal ini f dan f̂ terbatas dan kontinu, sehingga keduanya merupakan fungsi di L2.

(3) Teorema Inversi Fourier berguna dalam menentukan transformasi Fourier: jika φ :=

f̂ , maka f(x) = (2π)−1φ̂(−x). Dengan menuliskan ξ = −x, kita peroleh jika φ = f̂ ,

maka φ̂(ξ) = 2πf(−ξ). Rumus ini tetap berlaku di L2. Karena itu, sebagai contoh, kita

peroleh F
(

sin ax
x

)
(ξ) = πχ[−a,a](ξ).
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Teorema berikut menyatakan bahwa fungsi f dapat diperoleh kembali dari trans-

formasi Fourier invers via nilai utama-nya.

Teorema C. Jika f terintegralkan dan mulus bagian demi bagian pada R, maka

lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T
f̂(ξ)eiξxdξ =

1

2
[f(x−) + f(x+)],

untuk setiap x ∈ R.

Bukti. Lihat Folland, hal. 220-221.

12.2 Transformasi Fourier di L2

Kita telah membahas transformasi Fourier di L1, namun, berdasarkan pengalaman

dengan deret Fourier, ruang L2 semestinya berperan juga. Perhatikan jika f, g ∈ L1∩L2

sedemikian sehingga f̂ , ĝ ∈ L1 ∩ L2, maka

2π〈f, g〉 = 2π

∫ ∞
−∞

f(x)g(x) dx =

∫ ∞
−∞

f(x)

∫ ∞
∞

ĝ(ξ)e−iξxdξdx

=

∫ ∞
−∞

ĝ(ξ)

∫ ∞
∞

f(x)e−iξxdxdξ =

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ = 〈f̂ , ĝ〉.

Khususnya, jika f = g, maka kita peroleh kesamaan Plancherel: ‖f̂‖22 = 2π‖f‖22.

Dengan menggunakan fakta bahwa L1 ∩ L2 padat di L2, transformasi Fourier dari

fungsi f ∈ L2 dapat didefinisikan sebagai limit dari suatu barisan (f̂n) (dalam norma

L2), dengan fn ∈ L1 ∩ L2 dan fn → f (n → ∞) dalam norma L2. Semua ini dapat

dilakukan sebagaimana dijamin oleh teorema berikut:

Teorema D. Misalkan f ∈ L2 dan (fn) adalah suatu barisan fungsi di L1 ∩ L2

sedemikian sehingga f̂n ∈ L1 ∩ L2 untuk setiap n ∈ N dan fn → f (n → ∞) dalam

norma L2. Maka (f̂n) konvergen (dalam norma L2) ke suatu fungsi di L2.

Bukti. Karena L2 lengkap, cukup kita tunjukkan bahwa ‖f̂m − f̂n‖2 → 0 (m,n→∞).

Namun f̂m− f̂n adalah transformasi Fourier dari fm−fn ∈ L1∩L2. Menurut kesamaan

Plancherel, kita mempunyai

‖f̂m − f̂n‖22 = 2π‖fm − fn‖22 → 0

apabila m,n→∞, sesuai dengan yang dikehendaki. [QED]
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Berdasarkan teorema di atas, sekarang kita dapat mendefinisikan transformasi

Fourier dari f ∈ L2 sebagai

f̂ := lim
n→∞

f̂n (dalam norma L2),

untuk suatu barisan fungsi (fn) yang memenuhi hipotesis Teorema D.

Catatan. (1) Barisan fungsi (fn) yang memenuhi hipotesis Teorema D dapat dikon-

struksi dengan menggunakan fakta bahwa setiap fungsi di L2 dapat dihampiri oleh

fungsi C∞ yang mempunyai tumpuan (support) kompak.

(2) Jika f ∈ L2 dan (fn) adalah barisan fungsi yang memenuhi hipotesis Teorema D,

maka definisi di atas mengatakan bahwa lim
n→∞

‖f̂ − f̂n‖2 = 0. Mengingat f̂ didefinisikan

hanya sebagai anggota L2, fungsi f̂ hanya terdefinisi hampir di mana-mana, tetapi

ini bukan masalah karena dua fungsi di L2 yang bernilai sama hampir di mana-mana

merupakan fungsi yang sama. Selanjutnya, jika f ∈ L1 ∩ L2, maka sekarang kita

mempunyai dua definisi untuk f̂ . Namun, kedua definisi ini konsisten karena limit

dalam norma L2 mestilah sama dengan limit titik demi titiknya.

(3) Demikian pula, definisi di atas tidak bergantung pada pemilihan barisan fungsi (fn)

yang konvergen ke f dalam norma L2. Andaikan kita menggunakan dua barisan fungsi

(fn) dan (gn) yang konvergen ke f dalam norma L2 dan membandingkannya, maka

‖f̂n − ĝn‖22 = 2π‖fn − gn‖22 → 0.

Akibatnya lim
n→∞

f̂n = lim
n→∞

ĝn (hampir di mana-mana).

Teorema E (Kesamaan Plancherel). Jika f ∈ L2, maka ‖f̂‖2 =
√

2π ‖f‖2.

Bukti. Latihan.

Teorema F (Kesamaan Plancherel). Jika f, g ∈ L2, maka 〈f̂ , ĝ〉 = 2π 〈f, g〉.

Bukti. Latihan.

Teorema G (Inversi Fourier di L2). Jika f ∈ L2, maka∥∥∥ 1

2π

∫ n

−n
f̂(ξ)eiξxdξ − f(x)

∥∥∥
2
→ 0 (n→∞).
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Bukti. Lihat Rudin, hal. 186-187.

12.3 Soal Latihan

1. Buktikan Kesamaan Plancherel (yang dinyatakan dalam dua teorema sebelum teo-

rema terakhir).

2. Diketahui a > 0. Buktikan secara langsung bahwa F [e−a|x|](ξ) = 2a
ξ2+a2 dan kemu-

dian dengan menggunakan Teoema Inversi Fourier tunjukkan bahwa F
[

1
x2+a2

]
(ξ) =

π
a e
−a|ξ|.

3. Untuk a > 0, definisikan fa(x) := a
π(x2+a2) dan ga(x) := sin ax

πx . Buktikan bahwa

fa ∗ fb = fa+b dan ga ∗ gb = gmin{a,b}.

4. Misalkan f kontinu dan mulus bagian demi bagian, f ∈ L2, dan f ′ ∈ L2. Buktikan

bahwa f̂ ∈ L1.
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13. Aplikasi Transformasi Fourier

Misal A adalah operator linear pada fungsi yang terdefinisi pada R dengan sifat

sebagai berikut: jika A[f(x)] = g(x), maka A[f(x+ s)] = g(x+ s) untuk setiap s ∈ R.

Maka, fungsi f(x) = eax (a ∈ C) yang ada di domain A merupakan fungsi eigen dari

A. Persisnya, jika f(x) = eax dan g = Af , maka untuk setiap s ∈ R berlaku

g(x+ s) = A[ea(x+s)] = A[easeax] = easA[eax] = easg(x).

Untuk x = 0, kita peroleh: g(s) = g(0)eas untuk setiap s ∈ R. Jadi, Af = g = cf

dengan c = g(0).

Selanjutnya, misalkan domain A mencakup fungsi k(x) = eiξx dan h(ξ) adalah nilai

eigen yang berpadanan dengan k(x), yakni: A[eiξx] = h(ξ)eiξx. Jika A memenuhi suatu

persayaratan kekontinuan (yang memungkinkan A bertukar dengan pengintegralan),

maka operasi A pada f ‘dapat dibaca’ melalui rumus inversi Fourier. Persisnya, jika

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiξxdξ,

maka

Af(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)A[eiξx] dξ =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)h(ξ)eiξxdξ.

Jadi,

(Af )̂ (ξ) = h(ξ)f̂(ξ).

Sekarang, jika h(ξ) = Ĥ(ξ), maka Af = H ∗ f , yakni A merupakan operator konvolusi

dengan H. Semua ini sah apabila, misalnya, f dan H merupakan fungsi L1 atau L2.

13.1 Aplikasi pada persamaan panas

Sekarang kita akan melihat bagaimana transformasi Fourier digunakan pada per-

samaan diferensial klasik, khususnya persamaan panas pada R, yaitu:

ut = kuxx, −∞ < x <∞,
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dengan syarat awal u(x, 0) = f(x) (dengan f ∈ L1), dan “syarat batas” u(x, t)→ 0 dan

f(x)→ 0 bila x→ ±∞.

Terapkan transformasi Fourier pada kedua ruas persamaan (yang keduanya kita

anggap merupakan fungsi dari x), kita peroleh

∂û

∂t
(ξ, t) = −kξ2û(ξ, t)

û(ξ, 0) = f̂(ξ).

Solusi persamaan diferensial ini adalah

û(ξ, t) = f̂(ξ)e−kξ
2t. (1)

Dengan Teorema Inversi Fourier, akhirnya kita peroleh solusi persamaan panas

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)e−kξ
2teiξxdξ,

yang memenuhi syarat awal u(x, 0) = f(x).

Namun, ada cara kedua untuk memperoleh u(x, t) dari (1), sebagai berikut. Trans-

formasi Fourier invers dari e−kξ
2t adalah Kt(x) = 1√

4πkt
e−

x2

4kt . Jadi

u(x, t) = Kt ∗ f(x) =
1√

4πkt

∫ ∞
−∞

e−
(x−y)2

4kt f(y) dy.

Dapat diperiksa bahwa u0(x, t) = Kt(x) memenuhi persamaan panas dan dengan menu-

runkannya di bawah tanda integral u(x, t) juga memenuhi persamaan panas. Lebih jauh,

Kt(x) = 1√
t
K1

(
x√
t

)
merupakan identitas hampiran, sehingga u(x, t)→ f(x) bila t→ 0

(dengan mengasumsikan bahwa f kontinu). Jadi mestilah u(x, 0) = f(x). (Catatan:

Fungsi K1(x) := 1√
4πk

e−
x2

4k dikenal sebagai kernel panas atau kernel Gauss.)

Sebagai interpretasi fisis, jika suhu awal adalah 0, dan kawat diberi satu satuan

panas di x = 0, maka setelah t satuan waktu, distribusi panasnya adalah Kt(x) (catat

bahwa
∫∞
−∞Kt(x)dx = 1, yang bearti bahwa total panas tetap sama dengan 1 satuan

panas). Jika kawat diberi satu satuan panas di x = y, maka distribusi panasnya adalah

Kt(x− y). Sekarang misalkan pada awalnya terdapat panas f(y)dy pada suatu interval

kecil di sekitar x = y. Maka, setelah t satuan waktu, distribusi panas yang berasal dari

interval tersebut adalah Kt(x− y)f(y)dy. Dengan prinsip superposisi, kita peroleh

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

Kt(x− y)f(y) dy.
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Perhatikan bahwa total panas pada saat t > 0 sama dengan total panas awal, yaitu

sebesar
∫∞
−∞ f(y) dy.

13.2 Persamaan Laplace pada setengah bidang

Sekarang tinjau persamaan Laplace pada setengah bidang:

uxx + uyy = 0 (x ∈ R, y > 0),

dengan syarat awal u(x, 0) = f(x) (dengan f terbatas, karena kita menginginkan solusi

yang terbatas juga).

Terapkan transformasi Fourier pada kedua ruas persamaan, kita peroleh

−ξ2û(ξ, y) +
∂2

∂y2
û(ξ, y) = 0,

dengan syarat awal û(ξ, 0) = f̂(ξ). Solusi persamaan diferensial ini adalah

û(ξ, y) = C1(ξ)e|ξ|y + C2(ξ)e−|ξ|y,

dengan C1(ξ) + C2(ξ) = f̂(ξ).

Karena û(ξ, y) terbatas terhadap ξ, e|ξ|y bukan solusi untuk setiap y > 0. Jadi

C1(ξ) = 0 dan C2(ξ) = f̂(ξ), sehingga

û(ξ, y) = f̂(ξ)e−|ξ|y.

Sekarang, jika Py(x) = y
π(x2+y2) , maka P̂y(ξ) = e−|ξ|y dan karena itu

u(x, y) = Py ∗ f(x) =

∫ ∞
−∞

yf(x− t)
π(t2 + y2)

dt.

Rumus ini dikenal sebagai rumus integral Poisson dan P1 dikenal sebagai kernel Poisson.

Perhatikan bahwa Py ∈ L1, sehingga integral Poisson terdefinisi untuk f yang

terbatas. Persisnya, jika |f | ≤M , maka

|u(x, y)| ≤M
∫ ∞
−∞

y

π(t2 + y2)
dt = M.

Selain itu, fungsi u0(x, y) = Py(x) memenuhi persamaan Laplace dan membentuk iden-

titas hampiran, sehingga u(x, y)→ f(x) bila y → 0.
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12.3 Teorema Sampling Shannon

Kita telah mempelajari bagaimana sebuah fungsi dapat direkonstruksi dari barisan

koefisien Fourier-nya. C. Shannon (1949) mengamati bahwa dalam hal khusus, sebuah

fungsi bahkan dapat direkonstruksi dari titik-titik sampel-nya, dengan menggunakan

keluarga fungsi sinc (sinc x = sin x
x ). Persisnya, kita mempunyai teorema berikut.

Teorema A. (Teorema Sampling Shannon) Jika f ∈ L2(R) dan supp f̂ ⊆ [−T, T ],

maka

f(x) =
∑
k∈Z

f
(kπ
T

) sin(Tx− kπ)

Tx− kπ

dalam norma L2(R).

Bukti. Mengingat f̂ ∈ L1(−T, T ) ∩L2(−T, T ), kita dapat menguraikan f̂ sebagai deret

Fourier

f̂(ξ) =
∑
k∈Z

c−ke
−iπkξ/T , ξ ∈ [−T, T ],

dengan

c−k =
1

2T

∫ T

−T
f̂(ξ)eiπkξ/T dξ =

1

2T

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiπkξ/T dξ =
π

T
f
(kπ
T

)
.

Menggunakan Teorema Inversi Fourier sekali lagi, kita peroleh

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)eiξxdξ =
1

2π

∫ T

−T
f̂(ξ)eiξxdξ

=
1

2T

∫ T

−T

∑
k∈Z

f
(kπ
T

)
e−iπkξ/T eiξxdξ

=
1

2T

∑
k∈Z

f
(kπ
T

) ∫ T

−T
ei(x−

kπ
T )ξdξ

=
1

2T

∑
k∈Z

f
(kπ
T

) ei(x− kπT )ξ

i(x− kπ
T )

]T
−T

=
∑
k∈Z

f
(kπ
T

) sin(Tx− kπ)

Tx− kπ
,

di mana deret konvergen dalam norma L2(R). [QED]

Catatan. Himpunan bilangan {f
(
kπ
T

)
: k ∈ Z} disebut sampel. Teorema di atas me-

ngatakan bahwa f dapat direkonstruksi dari sampel tersebut dengan menggunakan
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keluarga fungsi
{ sin (Tx−kπ)

Tx−kπ : k ∈ Z
}

. Hal ini sebetulnya tidaklah mengejutkan,

karena sk(x) = sin (Tx−kπ)
Tx−kπ , yang merupakan invers transformasi Fourier dari ŝk(ξ) =

χ[−T,T ](ξ)e
−iπkξ/T , membentuk basis ortogonal untuk {f ∈ L2(R) : suppf̂ ⊆ [−T, T ]}.

Berdasarkan fakta ini dan kesamaan Parseval, kita peroleh f =
∑
k∈Z ‖sk‖

−2
2 〈f, sk〉sk =

T
π

∑
k∈Z〈f̂ , ŝk〉sk =

∑
k∈Z f

(
kπ
T

)
sk.

12.4 Ketaksamaan Heisenberg

Jika f(t) menyatakan sinyal dengan supp f̂ ⊆ [−T, T ] untuk suatu T > 0, maka

f dikatakan mempunyai frekuensi terbatas (band-limited). Ketaksamaan Heisenberg

yang akan kita bahas di sini menyatakan bahwa f dan f̂ tidak mungkin sama-sama

mempunyai tumpuan (support) yang terbatas, kecuali f ≡ 0. Dalam perkataan lain,

f tidak mungkin mempunyai waktu dan frekuensi terbatas. Secara intuitif, ini sama

saja dengan mengatakan bahwa f dan f̂ tidak mungkin terlokalisasi dengan baik secara

bersamaan: jika f terkonsentrasi di sekitar suatu titik, maka f̂ mestilah tersebar pada

R; dan sebaliknya.

Untuk melihat fakta ini secara kuantitatif, definisikan dispersi f di sekitar x = a

sebagai

∆af :=

∫∞
−∞(x− a)2|f(x)|2dx∫∞

−∞ |f(x)|2dx
.

Di sini ∆af merupakan suatu ukuran seberapa besar f tersebar menjauhi a. Jika nilai

f terkonsentrasi di sekitar a, maka faktor (x− a)2 akan membuat pembilang pada ∆af

lebih kecil daripada penyebutnya, sehingga ∆af < 1. Namun, jika nilai f tersebar jauh

dari a, maka pembilang pada ∆af lebih besar daripada penyebutnya, sehingga ∆af > 1.

Semakin besar nilai ∆af , semakin tersebar f jauh dari a.

Teorema B. (Ketaksamaan Heisenberg) Untuk setiap f ∈ L2, dan untuk setiap a, α ∈

R, berlaku

(∆af)(∆αf̂) ≥ 1

4
.

Bukti. Asumsikan f kontinu dan mulus bagian demi bagian pada R, dan xf(x) serta

f ′(x) di L2. (Jika xf(x) /∈ L2, maka ∆af = ∞; sementara jika f ′(x) /∈ L2, maka
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∆αf̂ =∞.) Tinjau kasus a, α = 0 terlebih dahulu. Dengan pengintegralan parsial, kita

peroleh ∫ B

A

xf(x)f ′(x) dx = x|f(x)|2
∣∣B
A
−
∫ B

A

(|f(x)|2 + xf(x)f ′(x)) dx,

atau ∫ B

A

|f(x)|2dx = −2Re

∫ B

A

xf(x)f ′(x) dx+ x|f(x)|2
∣∣B
A
,

untuk −∞ < A < B <∞. Karena f(x), xf(x), dan f ′(x) di L2, limit kedua integral di

atas ada untuk A → −∞ dan B → ∞. Karena itu, limit A|f(A)|2 dan B|f(B)|2 juga

ada, dan mestilah bernilai 0 (karena bila tidak, maka |f(x)| ∼ |x|−1/2 untuk |x| >> 1,

bertentangan dengan asumsi bahwa f ∈ L2). Akibatnya, kita peroleh∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx = −2Re

∫ ∞
−∞

xf(x)f ′(x) dx.

Dengan ketaksamaan Cauchy-Schwarz, kita dapatkan(∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx

)2

≤ 4
(∫ ∞
−∞

x2|f(x)|2dx
)(∫ ∞

−∞
|f ′(x)|2dx

)
.

Berdasarkan kesamaan Plancherel,
∫
|f |2dx = 1

2π

∫
|f̂ |2dξ, sehingga∫ ∞

−∞
|f ′(x)|2dx =

1

2π

∫ ∞
−∞
|(f ′)̂ (ξ)|2dξ =

1

2π

∫ ∞
−∞

ξ2|f̂(ξ)|2dξ.

Dengan demikian kita peroleh(∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx

)(∫ ∞
−∞
|f̂(ξ)|2dξ

)
≤ 4
(∫ ∞
−∞

x2|f(x)|2dx
)(∫ ∞

−∞
ξ2|f̂(ξ)|2dξ

)
.

Ini membuktikan bahwa (∆0f)(∆0f̂) ≥ 1
4 .

Untuk kasus a, α ∈ R sembarang, misalkan F (x) := e−iαxf(x + a). Maka F

memenuhi hipotesis teorema selama f memenuhi, ∆af = ∆0F dan ∆αf̂ = ∆0F̂ . Jadi

(∆af)(∆αf̂) = (∆0F )(∆0F̂ ) ≥ 1

4
,

sebagaimana diharapkan. [QED]

Catatan. Dalam mekanika kuantum, suatu partikel yang bergerak sepanjang sumbu-x

disebut sebagai suatu “fungsi gelombang” f(x), yang memiliki peluang total ‖f‖2 = 1.
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Dalam hal ini |f(x)|2 merupakan fungsi densitas peluang untuk posisi partikel tersebut,

sehingga
∫ b
a
|f(x)|2dx menyatakan seberapa besar peluang partikel berada pada interval

[a, b]. Sementara itu, f̂ terkait dengan fungsi densitas peluang untuk momentum partikel

tersebut. Persisnya, jika kita definisikan

f̃(p) :=
1√
2πh̄

∫ ∞
∞

f(x)e−ixp/h̄dx

dengan h̄ menyatakan konstanta Planck, maka ‖f̃‖2 = 1 dan karenanya |f̃(p)|2 meru-

pakan fungsi densitas peluang untuk momentum partikel tersebut. Ketaksamaan Hei-

senberg yang kita bahas di atas dikenal pula sebagai Prinsip Ketidakpastian Heisenberg

yang menyatakan bahwa (∆af)(∆αf̃) ≥ h̄2

4 .

13.5 Soal latihan

1. Buktikan bahwa Kt(x) memenuhi persamaan panas dan membentuk identitas ham-

piran.

2. Buktikan bahwa solusi persamaan panas mengawetkan total panas, yakni total

panas pada saat t > 0 sama dengan total panas awal.

3. Buktikan bahwa Py(x) memenuhi persamaan Laplace dan membentuk identitas

hampiran.

4. Dengan menggunakan transformasi Fourier, buktikan bahwa solusi persamaan ge-

lombang utt = c2uxx dengan syarat awal u(x, 0) = f(x) dan ut(x, 0) = g(x) adalah

u(x, t) =
1

2
[f(x− ct) + f(x+ ct)] +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(y) dy.

5. Verifikasi Teorema Sampling Shannon berdasarkan catatan di akhir subbab 12.3,

khususnya bahwa keluarga fungsi
{ sin (Tx−kπ)

Tx−kπ : k ∈ Z
}

membentuk keluarga fungsi

ortogonal.

6. Buktikan jika f ∈ L2 dan xf(x) /∈ L2, maka ∆af =∞.
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14. Transformasi Fourier dan Masalah Sturm-Liouville

Pada bagian ini kita akan mempelajari transformasi Fourier dan masalah Sturm-

Liouville singular pada setengah garis. Namun, sebelum kita sampai di sana, mari kita

tinjau kembali persamaan panas pada (−∞,∞):

ut = kuxx.

Bila kita misalkan u(x, t) = X(x)T (t), maka kita peroleh

X ′′ + ξ2X = 0 dan T ′ = −ξ2kT,

dengan ξ2 merupakan konstanta pemisahnya. Dari kedua persamaan ini, kita akan

mendapatkan bahwa untuk −∞ < ξ <∞, fungsi e−ξ
2kteiξx merupakan solusi. Dengan

prinsip superposisi, kita peroleh solusi persamaan panas

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

C(ξ)e−ξ
2kteiξxdξ.

Jika diketahui syarat awal u(x, 0) = f(x), maka dari rumus inversi Fourier kita sim-

pulkan bahwa C(ξ) = 1
2π f̂(ξ), sehingga

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)e−ξ
2kteiξxdξ,

sama seperti yang kita peroleh sebelumnya pada Bab 13.

14.1 Masalah Sturm-Liouville Singular

Apa yang akan kita bahas sekarang adalah masalah Sturm-Liouvile singular:

X ′′ + ξ2X = 0, −∞ < x <∞.
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Solusi umum persamaan ini adalah

C1e
iξx + C2e

−iξx, untuk ξ 6= 0;

atau

C1 + C2x, untuk ξ = 0.

Tak satupun di antara fungsi ini merupakan anggota L2(R), kecuali untuk kasus trivial

C1 = C2 = 0. Jadi, tidak ada kemungkinan untuk menemukan basis ortonormal dari

keluarga fungsi eigen ini.

Sebagai gantinya, dengan menggunakan rumus inversi Fourier, kita dapat menya-

takan setiap fungsi f ∈ L2(R) sebagai

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(x)eiξxdξ =
1

2π

∫ ∞
0

[
f̂(ξ)eiξx + f̂(−ξ)e−iξx

]
dξ, (1)

dengan interpretasi yang sesuai terhadap integral tersebut.

Perlu dijelaskan di sini mengapa hanya ξ ∈ R yang muncul. Jika Im(ξ) 6= 0, maka

|eiξx| → ∞ untuk |x| → ∞. Jadi eiξx tidak cocok bila dipandang dengan kacamata

ruang L2(R). Jika ξ ∈ R, maka eiξx /∈ L2 tetapi cukup dekat dari L2(R), sehingga eiξx

masih dapat dipakai sebagai fungsi eigen untuk merekonstruksi f seperti dalam (1).

Berdasarkan (1), mari kita tinjau dua masalah Sturm-Liouville berikut pada sete-

ngah garis [0,∞):

X ′′ + ξ2X = 0, X ′(0) = 0; (2)

X ′′ + ξ2X = 0, X(0) = 0. (3)

Solusi (2) adalah kelipatan cos ξx, sementara solusi (3) adalah kelipatan sin ξx. Kedua

fungsi ini bukan anggota L2(0,∞), jadi tidak ada basis ortonormal dari keluarga fungsi

ini. Namun, kita bisa mencari rumus integral berikut:

f(x) =

∫ ∞
0

A(ξ) cos ξx dξ, (4)

f(x) =

∫ ∞
0

B(ξ) sin ξx dξ, (5)

untuk f ∈ L2(0,∞).
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Jika f ∈ L1(R) dan f merupakan fungsi genap, maka

f̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

f(x)(cos ξx− i sin ξx) dx =

∫ ∞
−∞

f(x) cos ξx dx = 2

∫ ∞
0

f(x) cos ξx dx.

(6a)

Jadi f̂ juga genap, dan rumus inversi Fourier menjadi

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ξ)(cos ξx+ i sin ξx) dξ =
1

π

∫ ∞
0

f̂(ξ) cos ξx dξ. (6b)

Dengan cara yang serupa, jika f merupakan fungsi ganjil, maka f̂ juga ganjil dan

f̂(ξ) = −2i

∫ ∞
0

f(x) sin ξx dx; (7a)

f(x) =
i

π

∫ ∞
0

f̂(ξ) sin ξx dξ. (7b)

Rumus-rumus ini hanya melibatkan nilai f dan f̂ pada [0,∞), jadi domain f dan f̂

dapat dibatasi pada [0,∞).

14.2 Transformasi cosinus Fourier dan transformasi sinus Fourier

Misalkan f ∈ L1(0,∞). Transformasi cosinus Fourier dan transformasi sinus

Fourier dari f didefinisikan sebagai

Fcf(ξ) :=

∫ ∞
0

f(x) cos ξx dx;

Fsf(ξ) :=

∫ ∞
0

f(x) sin ξx dx.

Dari perhitungan di atas, kita peroleh rumus inversinya:

f(x) =
2

π

∫ ∞
0

Fcf(ξ) cos ξx dξ;

f(x) =
2

π

∫ ∞
0

Fsf(ξ) sin ξx dξ;

Di sini, integral mesti ditafsirkan secara pas. Misalnya, jika f kontinu bagian demi

bagian pada (0,∞), maka

lim
ε→0

2

π

∫ ∞
0

e−ε
2ξ2/2Fcf(ξ) cos ξx dξ =

1

2
[f(x−) + f(x+)].
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Teorema A (Kesamaan Plancherel). Jika f,Fcf dan Fsf merupakan anggota L1 ∩

L2(0,∞), maka

‖Fcf‖2 = ‖Fsf‖2 =
π

2
‖f‖2.

Bukti. Perluas f menjadi fgenap dan fganjil yang terdefinisi pada R. Maka Fcf dan Fsf

adalah pembatasan dari 1
2 f̂genap dan i

2 f̂ganjil pada (0,∞), sehingga∫ ∞
0

|Fcf(ξ)|2dξ =
1

4

∫ ∞
0

|f̂genap(ξ)|2dξ =
1

8

∫ ∞
−∞
|f̂genap(ξ)|2dξ

=
π

4

∫ ∞
−∞
|fgenap|2dx =

π

2

∫ ∞
0

|f(x)|2dx.

Serupa dengan itu, kita juga mempunyai∫ ∞
0

|Fsf(ξ)|2dξ =
π

2

∫ ∞
0

|f(x)|2dx.

Dengan demikian kesamaan Plancerel terbukti. [QED]

Catatan. Sebagai akibat dari kesamaan Plancherel, kedua rumus inversi Fourier di atas

berlaku pula untuk f ∈ L2(0,∞).

14.3 Aplikasi pada persamaan panas

Sebagai aplikasi dari transformasi cosinus Fourier, mari sekarang kita tinjau per-

samaan panas pada (0,∞):

ut = kuxx, x, t > 0,

dengan syarat batas ux(0, t) = 0 dan syarat awal u(x, 0) = f(x). Metode pemisahan

peubah dan syarat batas akan memberikan solusi e−ξ
2kt cos ξx untuk ξ > 0, sehingga

kita peroleh

u(x, t) =

∫ ∞
0

C(ξ)e−ξ
2kt cos ξx dξ.

Substitusikan t = 0, kita dapatkan

f(x) =

∫ ∞
0

C(ξ) cos ξx dξ.

Jadi C(ξ) = 2
πFcf(ξ), sehingga kita peroleh solusi dalam bentuk integral Fourier:

u(x, t) =
2

π

∫ ∞
0

Fcf(ξ)e−ξ
2kt cos ξx dξ. (8)
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Selanjutnya, dapat diperiksa bahwa

e−ξ
2kt = Fc[gt](ξ)

dengan

gt(x) =
1√
πkt

e−
x2

4kt .

Jadi persamaan (8) dapat ditulis ulang sebagai

u(x, t) =
2

π

∫ ∞
0

Fcf(ξ)Fc[gt](ξ) cos ξx dξ.

Namun, dapat dibuktikan jika F dan Gt adalah perluasan genap dari f dan gt pada R,

maka (F ∗Gt)̂ (ξ) = F̂ (ξ)Ĝt(ξ) setara dengan

Fcf(ξ)Fc[gt](ξ) = Fch(ξ),

dengan 2h merupakan pembatasan dari F ∗ Gt pada (0,∞). Dari sini kita simpulkan

bahwa

u(x, t) =
1

2
F ∗Gt(x) =

1

2
√
πkt

∫ ∞
0

f(y)
[
e−

(x−y)2
4kt + e−

(x+y)2

4kt

]
dy.

Dapat diperiksa bahwa u(x, t)→ f(x) bila t→ 0+.

14.4 Soal latihan

1. Buktikan jika F dan Gt adalah perluasan genap dari f dan gt pada R, maka rumus

(F ∗Gt)̂ (ξ) = F̂ (ξ)Ĝt(ξ) setara dengan

Fcf(ξ)Fc[gt](ξ) = Fch(ξ),

dengan 2h merupakan pembatasan dari F ∗Gt pada (0,∞).

2. Misalkan F adalah fungsi genap yang terdefinisi pada R dan u = u(x, t) adalah

solusi persamaan panas pada R:

ut = kuxx, x ∈ R, t > 0,

dengan syarat awal u(x, 0) = F (x). Buktikan bahwa v = u(x, t)|x>0 adalah solusi

persamaan panas pada (0,∞):

ut = kuxx, x, t > 0,

dengan syarat batas ux(0, t) = 0 dan syarat awal u(x, 0) = f(x), di mana f adalah

pembatasan F pada (0,∞).
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15. Wavelet

Pada Bab 8 kita membahas bahwa { 1√
2π
einx : n ∈ Z} merupakan basis ortonormal

untuk L2(−π, π) yang berkaitan dengan deret Fourier klasik pada L2(−π, π). Bila kita

mundur ke Bab 4, maka kita juga mempunyai basis ortonormal {e2πinx : n ∈ Z} untuk

L2(0, 1). Pada bab ini dan bab berikutnya, kita akan mempelajari basis ortonormal

‘yang dibangun oleh sebuah fungsi’.

15.1 Menengok kembali basis Haar

Pada Bab 9, kita juga telah melihat bahwa himpunan fungsi H := {h0} ∪ {hjk :

j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j}, dengan

h0(x) :=

{
1, jika 0 < x < 1,
0, jika x lainnya;

dan

hjk(x) :=

 2j/2, jika 2−jk < x < 2−j(k + 1/2),
−2j/2, jika 2−j(k + 1/2) < x < 2−j(k + 1),
0, jika x lainnya.

merupakan basis ortonormal untuk L2(0, 1). Basis ini pertama kali diperkenalkan oleh

Haar (1910) dan sekarang dikenal sebagai basis Haar.

Sekitar 80 tahun kemudian, peneliti menyadari bahwa basis Haar termasuk apa

yang sekarang dinamakan sebagai wavelet. Fungsi h0 disebut fungsi skala Haar dan

fungsi h00 disebut wavelet Haar.

Perhatikan dua operasi dasar yang dilakukan terhadap h00(x) untuk memperoleh

h10(x) =
√

2h00(2x) dan h11(x) =
√

2h00(2x − 1), yakni dilasi dan translasi (selain

perkalian dengan
√

2 untuk normalisasi). Anggota basis selanjutnya juga diperoleh

dengan dua operasi ini. Jadi, basis Haar adalah keluarga fungsi

h0(x), plus hjk(x) := 2j/2h00(2jx− k), j = 0, 1, 2, . . . , k = 0, 1, . . . , 2j − 1.



104 Hendra Gunawan

Basis ini dapat diperluas sehingga menjadi basis ortonormal untuk L2(R), sebagaimana

akan kita lihat nanti.

Bila kita bekerja dengan, misalnya, fungsi tangga, menggunakan basis ini tentunya

akan lebih menguntungkan. Lebih daripada itu, ketika kita memakai komputer untuk

perhitungan, basis Haar terasa lebih efisien karena bekerja dalam sistem biner seperti

halnya komputer. Keuntungan yang lebih esensial menggunakan basis Haar adalah

bahwa basis ini dapat dipakai untuk menganalisis frekuensi dan waktu secara simultan,

suatu hal yang tidak dapat dilakukan dengan baik oleh deret atau transformasi Fourier

(karena adanya ketaksamaan Heisenberg).

Walaupun basis ortonormal Haar telah dikenal sejak awal abad ke-20, teori wavelet

baru berkembang sejak tahun 1980-an. Kini wavelet mulai menggeser peran deret

Fourier dalam berbagai aplikasi.

15.2 Wavelet ortonormal

Materi berikut disadur dari buku “A First Course on Wavelets” karangan E. Her-

nandez & G. Weiss (CRC Press).

Sebagaimana disinggung di atas, basis Haar dapat diperluas menjadi basis ortonor-

mal untuk L2(R). Persisnya, misalkan

ψ(x) :=

 1, jika 0 ≤ x < 1
2

−1, jika 1
2 ≤ x < 1

0, jika x < 0 atau x ≥ 1.

Maka, ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx − k), j, k ∈ Z, membentuk basis ortonormal Haar untuk

L2(R). (Catat bahwa ψj,k sama dengan fungsi Haar hj,k yang dibahas sebelumnya.

Namun sekarang fungsi ini didefinisikan pada R dan untuk semua j, k ∈ Z. Selain itu,

fungsi skala Haar h0 tidak muncul di sini.)

Keortonormalan {ψj,k : j, k ∈ Z} mudah diperiksa, tetapi kelengkapannya perlu

dibuktikan dengan cermat. Semuanya akan menjadi jelas pada saat kita membahas

konsep analisis multi resolusi nanti.

Periksa bahwa jika kita membatasi diri bekerja pada [0, 1], maka

ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx− k), j = 0, 1, 2, . . . , k = 0, 1, . . . , 2j − 1



Analisis Fourier dan Wavelet 105

plus

h0(x) := 1

merupakan basis Haar untuk L2(0, 1), yang telah kita bahas sebelumnya. (Peran ψj,k

yang lainnya dalam hal ini dimainkan oleh h0.)

Selanjutnya, kita akan lebih banyak bekerja di L2(R). Fungsi ψ ∈ L2(R) sedemi-

kian sehingga

ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx− k), j, k ∈ Z,

membentuk suatu basis ortonormal untuk L2(R) disebut wavelet ortonormal atau sing-

katnya wavelet pada R. Selain wavelet Haar, kita mempunyai contoh wavelet lainnya.

Contoh 1. Misalkan

ψ(x) :=
sin 2πx− sinπx

πx
.

Maka, ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx − k), j, k ∈ Z, membentuk suatu basis ortonormal untuk

L2(R). Basis ini dikenal sebagai basis wavelet sinc atau wavelet Shannon.

Menggunakan Teorema Inversi Fourier kita dapat menunjukkan bahwa ψ̂(ξ) =

χI(ξ) dengan I := [−2π,−π]∪[π, 2π]. Bahwa ψ sungguh merupakan wavelet ortonormal

pada R dapat ditunjukkan sebagai berikut.

Pertama kita selidiki keortonormalannya. Perhitungan sederhana akan menghasil-

kan

ψ̂j,k(ξ) = 2−j/2e−i2
−jξkψ̂(2−jξ).

Untuk j 6= l, fakta di atas menunjukkan bahwa supp(ψ̂j,k)∩ supp(ψ̂l,m) berukuran nol,

sehingga

2π〈ψj,k, ψl,m〉 = 〈ψ̂j,k, ψ̂l,m〉 = 0,

untuk sebarang k,m ∈ Z. Sementara itu, untuk j = l dan k,m ∈ Z sembarang, kita

mempunyai

2π〈ψj,k, ψj,m〉 = 2−j
∫
R

ei2
−jξ(m−k)|ψ̂(2−jξ)|2dξ

=

∫ −π
−2π

eiζ(m−k)dζ +

∫ 2π

π

eiζ(m−k)dζ

= 2πδk,m.
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Untuk menunjukkan bahwa keluarga fungsi {ψj,k : j, k ∈ Z} lengkap, kita periksa

Kesamaan Parseval. Berdasarkan Kesamaan Plancherel untuk transformasi Fourier kita

mempunyai∑
j∈Z

∑
k∈Z

|〈f, ψj,k〉|2 =
1

4π2

∑
j∈Z

∑
k∈Z

2−j
∣∣∣∫

R

f̂(ξ)ei2
−jξkψ̂(2−jξ) dξ

∣∣∣2
=

1

2π

∑
j∈Z

2j
∑
k∈Z

∣∣∣∫
I

f̂(2jζ)
eiζk√

2π
dζ
∣∣∣2.

Mengingat { e
iζk
√

2π
: k ∈ Z} adalah suatu basis ortonormal untuk L2(I), kita peroleh

∑
j∈Z

∑
k∈Z

|〈f, ψj,k〉|2 =
1

2π

∑
j∈Z

2j
∫
I

|f̂(2jζ)|2dζ

=
1

2π

∑
j∈Z

∫
R

χI(2
−jξ)|f̂(ξ)|2dξ

=
1

2π

∫
R

∑
j∈Z

χI(2
−jξ)|f̂(ξ)|2dξ

=
1

2π
‖f̂‖22 = ‖f‖22,

karena
∑
j∈Z

χI(2
−jξ) = 1 hampir untuk setiap ξ ∈ R.

Dengan demikian, {ψj,k : j, k ∈ Z} ortonormal dan lengkap di L2(R), sehingga ψ

merupakan suatu wavelet ortonormal pada R.

Teorema di bawah ini memberikan syarat perlu dan cukup untuk keortonormalan

keluarga fungsi ψj,k, j, k ∈ Z. Untuk buktinya, lihat buku Hernandez & Weiss.

Teorema A (Syarat perlu dan cukup untuk keortonormalan). Misalkan ψ ∈ L2(R).

Maka ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx − k), j, k ∈ Z membentuk keluarga ortonormal jika dan

hanya jika ∑
k∈Z

|ψ̂(ξ + 2kπ)|2 = 1 h.d.m. (1)

dan ∑
k∈Z

ψ̂(2j(ξ + 2kπ))ψ̂(ξ + 2kπ) = 0 h.d.m, j ∈ N. (2)

Persyaratan (1) dan (2) tidak menjamin bahwa {ψj,k : j, k ∈ Z} lengkap. Teorema

di bawah ini memberikan kriteria kelengkapan keluarga ortonormal {ψj,k : j, k ∈ Z}.
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Teorema B (Kriteria kelengkapan suatu keluarga ortonormal). Misalkan ψ ∈ L2(R)

sedemikian sehingga supp ψ̂ ⊆ I untuk suatu interval terbatas I ⊆ R dan ψ̂ bernilai

0 pada suatu lingkungan di sekitar 0. Misalkan ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx − k), j, k ∈ Z

membentuk keluarga ortonormal. Maka, {ψj,k : j, k ∈ Z} lengkap jika dan hanya jika∑
j∈Z

|ψ̂(2jξ)|2 = 1 h.d.m. (3)

dan
∞∑
j=0

ψ̂(2jξ)ψ̂(2j(ξ + 2kπ)) = 0 h.d.m, k ∈ 2Z + 1. (4)

Dapat diperiksa dengan mudah bahwa wavelet Shannon memenuhi (1) dan (3).

15.3 Basis ortonormal yang dibangun oleh sebuah fungsi

Seperti telah kita lihat di atas, dari sebuah wavelet kita dapat memperoleh suatu

basis ortonormal. Cara lain untuk memperoleh suatu basis ortonormal dari sebuah

fungsi adalah dengan melibatkan operasi translasi dan modulasi.

Sebagai contoh, suatu basis ortonormal untuk L2(R) dapat dikonstruksi sebagai

berikut. Kita sudah mengenal basis ortonormal {e2πimx : m ∈ Z} untuk L2(0, 1).

Sekarang, jika kita definisikan

gm,n(x) := e2πimxg(x− n), m, n ∈ Z,

dengan g := χ[0,1), maka tidak terlalu sulit bagi kita untuk menunjukkan bahwa {gm,n :

m,n ∈ Z} adalah suatu basis ortonormal untuk L2(R). Basis semacam ini digunakan

oleh D. Gabor (1946) untuk menangani persoalan dalam komunikasi.

Teorema di bawah ini memberikan suatu syarat perlu yang harus dipenuhi oleh

g ∈ L2(R) agar {gm,n : m,n ∈ Z} membentuk suatu basis ortonormal untuk L2(R).

Teorema C (Teorema Balian-Low). Misalkan g ∈ L2(R) dan

gm,n(x) := e2πimxg(x− n), m, n ∈ Z.

Jika {gm.n : m,n ∈ Z} membentuk suatu basis ortonormal untuk L2(R), maka∫
R

x2|g(x)|2dx =∞ atau

∫
R

ξ2|ĝ(ξ)|2dξ =∞.
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Bukti. Lihat buku Hernandez & Weiss.

Contoh 2. g(x) := sinπx
πx memenuhi syarat perlu Teorema Balian-Low. Dalam hal ini,

integral pertama yang tak terhinga.

Contoh 3. g := χ[0,1) juga memenuhi syarat perlu Teorema Balian-Low. Dalam hal

ini, integral kedua yang tak terhingga.

Sebagai akibat dari Teorema Balian-Low, kita tidak mungkin menemukan fungsi g

yang cukup mulus dan mempunyai tumpuan kompak sedemikian sehingga {e2πimxg(x−

n) : m,n ∈ Z}membentuk basis ortonormal untuk L2(R), karena kedua integral di atas

akan bernilai terhingga. Namun demikian, secara lokal, kita dapat mencari g yang cukup

mulus dan mempunyai tumpuan kompak sedemikian sehingga {e2πimxg(x) : m ∈ Z}

membentuk sistem ortonormal. Fungsi g demikian disebut fungsi bel.

15.4 Soal latihan

1. Misalkan ψ(x) := sin 2πx−sinπx
πx dan ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx − k), j, k ∈ Z. Buktikan

bahwa

(a) ψ̂(ξ) = χI(ξ) dengan I := [−2π,−π] ∪ [π, 2π].

(b) ψ̂j,k(ξ) = 2−j/2e−i2
−jξkψ̂(2−jξ).

2. Buktikan bahwa wavelet Shannon yang dibahas pada §15.2 memenuhi syarat perlu

(1) dan (3).

3. Periksa bahwa g(x) := χ[0,1) memenuhi syarat perlu Teorema Balian-Low.
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16. Analisis Multi-Resolusi

Sifat mendasar dari basis ortonormal yang dibangun oleh sebuah wavelet adalah

sifat multi-resolusi-nya, sehingga kita dapat menganalisis suatu signal pada berbagai

frekuensi dan lokasi sekaligus.

Di bawah ini kita akan membahas apa yang dimaksud dengan analisis multi-resolusi

dan bagaimana mengkontruksi sebuah wavelet dari suatu analisis multi-resolusi.

16.1 Analisis Multi-Resolusi

Keluarga subruang tertutup {Vj : j ∈ Z} dari L2(R) yang memenuhi

(a) Vj ⊂ Vj+1 untuk setiap j ∈ Z;

(b) f ∈ Vj ⇔ f(2·) ∈ Vj+1 untuk setiap j ∈ Z;

(c)
⋂
j∈Z

Vj = {0};

(d)
⋃
j∈Z

Vj = L2(R);

(e) terdapat φ ∈ V0 sedemikian sehingga {φ(·−k) : k ∈ Z} merupakan basis ortonormal

untuk V0,

disebut analisis multi-resolusi (AMR) pada L2(R). Fungsi φ pada (e) disebut fungsi

skala dalam AMR tersebut.

Contoh 1. Misalkan Vj := {f ∈ L2(R) : f konstan pada [2−jk, 2−j(k + 1)), k ∈

Z}, j ∈ Z. Maka, {Vj : j ∈ Z} memenuhi sifat (a) s/d (d) di atas. Sekarang misalkan

φ := χ[0,1]. Maka, {φ(· − k) : k ∈ Z} membentuk basis ortonormal untuk V0. Oleh

karena itu, {Vj : j ∈ Z} merupakan suatu AMR pada L2(R).
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Untuk ilustrasi, fungsi f ∈ V0 berbentuk seperti — misalnya:

Gambar 16.1: Sebuah fungsi di V0

Teorema A. Misalkan {Vj : j ∈ Z} suatu AMR pada L2(R). Maka,

(i) Untuk setiap j ∈ Z, f ∈ V0 ⇔ f(2j ·) ∈ Vj ;

(ii) Untuk setiap k ∈ Z, f ∈ V0 ⇒ f(· − k) ∈ V0;

(iii) Untuk setiap j, k ∈ Z, f ∈ Vj ⇒ f(· − 2−jk) ∈ Vj ;

(iv) Untuk setiap j, k ∈ Z, f ∈ V0 ⇒ f(2j · −k) ∈ Vj .

Bukti. (i) Gunakan sifat (b) dan induksi.

(ii) Misalkan f ∈ V0 dan k ∈ Z. Maka, berdasarkan sifat (e),

f(x) =
∑
m∈Z

〈f, φ(· −m)〉φ(x−m),

dan karenanya

f(x− k) =
∑
m∈Z

〈f, φ(· −m)〉φ(x− k −m).

Namun, 〈f, φ(· −m)〉 = 〈f(· − k), φ(· − k −m)〉. Akibatnya,

f(x− k) =
∑
m∈Z

〈f(· − k), φ(· − k −m)〉φ(x− k −m) ∈ V0

karena {φ(· −m) : m ∈ Z} = {φ(· − k −m) : m ∈ Z} basis ortonormal untuk V0.

(iii) Gunakan (i) dan (ii).

(iv) Gunakan (i) dan (iii). [QED]

Akibat B. Misalkan {Vj : j ∈ Z} suatu AMR pada L2(R) dan φ ∈ V0 fungsi skala

dalam AMR tersebut. Definisikan

φj,k(x) := 2j/2φ(2jx− k), j, k ∈ Z.

Maka, untuk setiap j ∈ Z, {φj,k : k ∈ Z} merupakan basis ortonormal untuk Vj .
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Bukti. Misalkan j ∈ Z. Maka, {φj,k : k ∈ Z} merupakan himpunan ortonormal, karena

〈φj,k, φj,m〉 = 2j
∫
R

φ(2jx− k)φ(2jx−m)dx =

∫
R

φ(x− k)φ(x−m)dx = δk,m.

Selanjutnya, misalkan f ∈ Vj . Maka, f(2−j ·) ∈ V0, dan karenanya

f(2−jx) =
∑
k∈Z

〈f(2−j ·), φ(· − k)〉φ(x− k).

Substitusi x′ = 2−jx memberikan

f(x′) =
∑
k∈Z

〈f, φj,k〉φj,k(x′).

Ini membuktikan bahwa {φj,k : k ∈ Z} lengkap. Dengan demikian {φj,k : k ∈ Z}

merupakan basis ortonormal untuk Vj . [QED]

16.2 Konstruksi wavelet

Misalkan {Vj : j ∈ Z} suatu AMR pada L2(R). Misalkan W0 komplemen ortogo-

nal dari V0 relatif terhadap V1, sehingga

V1 = V0 ⊕W0.

Kemudian, untuk setiap j ∈ Z, definisikan

Wj := {f(2j ·) : f ∈W0}.

Maka,

Vj+1 = Vj ⊕Wj , j ∈ Z.

Karena Vj → {0} untuk j → −∞, kita peroleh

Vj+1 =

j⊕
n=−∞

Wn, j ∈ Z;

dan karena Vj → L2(R) untuk j →∞, kita peroleh

L2(R) =
∞⊕

n=−∞
Wn.
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Untuk memperoleh wavelet, yang perlu kita lakukan adalah mencari ψ ∈ W0

sedemikian sehingga {ψ(· − k) : k ∈ Z} merupakan basis ortonormal untuk W0. Selan-

jutnya dapat diperiksa bahwa untuk setiap j ∈ Z, {2j/2ψ(2j ·−k) : k ∈ Z} membentuk

basis ortonormal untuk Wj . Dengan demikian, {ψj,k : j, k ∈ Z} merupakan basis

ortonormal untuk L2(R) atau ψ adalah wavelet yang diinginkan.

Contoh 2. Melanjutkan Contoh 1, wavelet ψ yang kita cari adalah

ψ(x) :=

 1, jika 0 ≤ x < 1
2 ;

−1, jika 1
2 ≤ x < 1;

0, jika x < 0 atau x ≥ 1.

Periksa bahwa φ ⊥ ψ dan {ψ(· − k) : k ∈ Z} merupakan basis ortonormal untuk W0.

Basis yang dibangun oleh ψ tak lain adalah basis Haar yang dibahas pada Bab 10.

16.3 Wavelet bertumpuan kompak dan kemulusannya

Wavelet Haar merupakan sebuah contoh wavelet yang mempunyai tumpuan kom-

pak, yakni [0, 1]. Pada pasal ini kita akan melihat bahwa wavelet bertumpuan kompak

tak mungkin merupakan fungsi C∞; semulus-mulusnya ia hanya dapat merupakan fungsi

di Cn untuk suatu n yang terhingga.

Teorema C. Misalkan ψ kontinu pada R dan memenuhi

|ψ(x)| ≤ C

(1 + |x|)1+ε

untuk suatu ε > 0. Jika {ψj,k : j, k ∈ Z} ortonormal di L2(R), maka∫
R

ψ(x) dx = 0.

Bukti. Misalkan a := 2−j◦k◦, suatu bilangan diadik, sedemikian sehingga ψ(a) 6= 0.

[Karena ‖ψ‖2 = 1 dan ψ kontinu, bilangan a demikian dijamin ada.] Berdasarkan

hipotesis, kita mempunyai∫
R

ψ(x)ψ(2jx− k)dx = 0, (j, k) 6= (0, 0).

Dengan mengambil k := 2j−j◦k◦ dengan j > maks{j◦, 0}, kesamaan di atas menjadi∫
R

ψ(x)ψ(2j(x− a))dx = 0.
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Sekarang misalkan y := 2j(x− a). Maka∫
R

ψ(a+ 2−jy)ψ(y)dy = 0.

Menurut hipotesis, ψ terintegralkan pada R. Karena itu, berdasarkan Teorema Kekon-

vergenan Terdominasi Lebesgue, integral di ruas kiri menuju ψ(a)
∫
R
ψ(y)dy bila j →∞,

sehingga kita peroleh ∫
R

ψ(y)dy = 0

karena ψ(a) 6= 0. [QED]

Catatan. Teorema di atas dapat diperluas dengan menghapuskan asumsi bahwa ψ

kontinu, namun buktinya lebih rumit. Lihat buku Hernandez & Weiss, Proposisi 3.6.

Teorema D. Misalkan r suatu bilangan bulat tak negatif dan ψ sebuah fungsi di Cr(R)

sedemikian sehingga

|ψ(x)| ≤ C

(1 + |x|)r+1+ε

untuk suatu ε > 0, dan ψ(m) terbatas pada R untuk m = 0, 1, . . . , r. Jika {ψj,k : j, k ∈

Z} ortonormal di L2(R), maka ∫
R

xmψ(x) dx = 0,

yakni, momen ke-m dari ψ bernilai 0, untuk m = 0, 1, . . . , r.

Bukti. Lihat buku Hernandez & Weiss.

Akibat E. Misalkan ψ ∈ L2(R) sebuah fungsi Schwartz sedemikian sehingga {ψj,k :

j, k ∈ Z} merupakan himpunan ortonormal di L2(R). Maka semua momen dari ψ

bernilai 0 atau, setara dengan itu, dmψ̂
dξm (0) = 0 untuk setiap m = 0, 1, 2, . . ..

Bukti. Jelas, karena setiap fungsi Schwartz merupakan fungsi C∞ dan memenuhi

ketaksamaan pada teorema di atas untuk setiap bilangan bulat tak negatif r, dan

dmψ̂
dξm (0) = (−2πi)m

∫
R
xmψ(x) dx untuk setiap m = 0, 1, 2, . . .. [QED]

Akibat F. Misalkan ψ ∈ L2(R) sebuah fungsi bertumpuan kompak sedemikian se-

hingga C∞. Maka {ψj,k : j, k ∈ Z} tidak mungkin merupakan himpunan ortonormal

di L2(R).
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Bukti. Jika {ψj,k : j, k ∈ Z}merupakan himpunan ortonormal di L2(R), maka menurut

teorema di atas semua momen dari ψ bernilai 0. Karena itu untuk semua polinom p(x),

kita mempunyai ∫
R

p(x)ψ(x) dx = 0.

Karena ψ bertumpuan kompak, diberikan ε > 0 kita dapat menemukan suatu polinom

p(x) sedemikian sehingga supx∈K |ψ(x)− p(x)| < ε, dengan K menyatakan tumpuan ψ

(berdasarkan Teorema Aproksimasi Weierstrass). Akibatnya

‖ψ‖2 =

∫
R

ψ(x)ψ(x) dx =

∫
K

[ψ(x)− p(x)]ψ(x) dx

≤ ε
∫
K

|ψ(x)| dx = ε ‖ψ‖1.

Mengingat ‖ψ‖1 < ∞ dan ε > 0 sebarang, kita haruslah mempunyai ‖ψ‖22 = 0, yang

bertentangan dengan keortonormalan {ψj,k : j, k ∈ Z}. [QED]

16.4 Teorema sampling

Teorema di bawah ini merupakan bentuk lain dari Teorema Sampling Shannon

yang dibahas pada §12.3.

Teorema G. Misalkan Vj = {f ∈ L2(R) : f konstan pada [2−jk, 2−j(k + 1)), k ∈

Z}, j ∈ Z dan φ = χ[0,1). Maka, untuk setiap f ∈ Vj , berlaku

f(x) =
∑
k∈Z

f(2−jk)φ(2jx− k).

Bukti. Kita tahu bahwa {Vj} merupakan suatu AMR pada L2(R) dan φ fungsi skala,

yakni {φ(· − k) : k ∈ Z} membentuk basis ortonormal untuk V0. Selanjutnya, keluarga

fungsi φj,k(x) = 2j/2φ(2jx−k), j, k ∈ Z membentuk basis ortonormal untuk Vj . Karena

itu, untuk setiap f ∈ Vj , berlaku

f =
∑
k∈Z

〈f, φj,k〉φj,k,
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dengan

〈f, φj,k〉 = 2j/2
∫
R

f(x)φ(2jx− k)dx

= 2j/2
∫ 2−j(k+1)

2−jk

f(x)dx

= 2j/2
∫ 2−j(k+1)

2−jk

f(2−jk)dx

= 2−j/2f(2−jk),

sesuai dengan yang dinyatakan. [QED]

Teorema H. Misalkan {ψj,k : j, k ∈ Z} basis ortonormal yang diperoleh dari wavelet

ψ. Maka,

f =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

(f ∗ ψ̃j,0)(2−jk)ψj,k

dalam norma L2(R). (Di sini, g̃(x) = g(−x).)

Bukti. Tuliskan

f =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k.

Namun,

〈f, ψj,k〉 =

∫
R

f(x)ψj,k(x) dx

=

∫
R

f(x)2j/2ψ(2jx− k) dx

=

∫
R

f(x)ψj,0(x− 2−jk) dx

=

∫
R

f(x)ψ̃j,0(2−jk − x) dx

= f ∗ ψ̃j,0(2−jk).

Jadi,

f =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

(f ∗ ψ̃j,0)(2−jk)ψj,k,

seperti yang diinginkan. [QED]

16.5 Soal latihan

1. Misalkan {Vj} suatu AMR pada L2(R). Buktikan bahwa Vj+1 = Vj ⊕Wj , j ∈ Z.
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2. Buktikan jika {ψ(· − k) : k ∈ Z} merupakan basis ortonormal untuk W0, maka

untuk setiap j ∈ Z, {2j/2ψ(2j · −k) : k ∈ Z} merupakan basis ortonormal untuk

Wj .

3. Tunjukkan jika ψ merupakan fungsi kontinu yang bertumpuan kompak pada R,

maka ψ memenuhi ketaksamaan

|ψ(x)| ≤ C

(1 + |x|)r

untuk r = 1, 2, 3, ... sembarang.

4. Misalkan φ ∈ L2(R). Buktikan bahwa {φ(· − k) : k ∈ Z} merupakan himpunan

ortonormal jika dan hanya jika

∑
k∈Z

|φ̂(ξ + 2kπ)|2 = 1

hampir untuk setiap ξ ∈ R. (Petunjuk: Gunakan Kesamaan Plancherel dan sifat

transformasi Fourier yang terkait dengan translasi.)
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17. Transformasi Wavelet Kontinu dan ‘Rangka’

Pada Bab 16 kita mempelajari basis ortonormal {e2πimxg(x − n) : m,n ∈ Z}

dengan g = χ[0,1). Terkait dengan basis ini, transformasi

f 7→
∫
R

f(x)g(x− n)e−2πimxdx, m, n ∈ Z,

dikenal sebagai transformasi Fourier jendela. Dalam versi kontinu, transformasi ini

beraksi sebagai berikut

f 7→
∫
R

f(x)g(x− τ)e−2πiξxdx, ξ, τ ∈ R.

(ξ menyatakan frekuensi, τ menyatakan waktu.) Transformasi Fourier jendela dapat

dipakai untuk menganalisis waktu dan frekuensi suatu signal.

Pada bab ini, kita akan mempelajari transformasi wavelet kontinu dan konsep

rangka (Ing. frame). Sebagian besar materi yang dibahas di sini disadur dari buku

“Ten Lectures on Wavelets” karangan I. Daubechies (SIAM, 1992).

17.1 Transformasi wavelet kontinu dan kesamaan resolusi

Lebar jendela yang seragam (= supp g) merupakan suatu kelemahan pada transfor-

masi Fourier jendela. Untuk mengatasi kendala tersebut, kita gunakan keluarga fungsi

ψa,b(x) = |a|−1/2ψ
(x− b

a

)
, a, b ∈ R, a 6= 0,

di mana ψ memenuhi persyaratan tertentu (di sini ψ juga disebut wavelet, namun

berbeda dengan wavelet ortonormal yang dibahas pada Bab 15). Transformasi wavelet

(kontinu) dalam hal ini bekerja sebagai berikut

f 7→ |a|−1/2

∫
R

f(x)ψ
(x− b

a

)
dx, a, b ∈ R, a 6= 0;
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dan dalam versi diskrit

f 7→ a
j/2
0

∫
R

f(x)ψ(aj0x− kb0)dx, j, k ∈ Z,

untuk suatu a0 > 1 dan b0 > 0 (sebagai contoh ambil, misalnya, a0 = 2 dan b0 = 1).

Salah satu kelebihan transformasi wavelet adalah sifat keluarga fungsi ψa,b yang

mempunyai jendela lebar untuk menganalisis frekuensi rendah dan pada saat yang sama

mempunyai jendela sempit untuk menganalisis frekuensi tinggi.

Untuk selanjutnya, asumsikan bahwa ψ ∈ L2(R) sedemikian sehingga ‖ψ‖ = 1 dan

Cψ =

∫
R

|ψ̂(ξ)|2|ξ|−1dξ <∞,

yang merupakan syarat yang harus dipenuhi oleh ψ untuk menjadi wavelet. (Jika ψ ∈

L1(R), maka ψ kontinu. Dalam hal ini syarat di atas akan dipenuhi hanya jika ψ̂(0) =

0, yakni hanya jika
∫
R
ψ(x)dx = 0. Sebaliknya, jika

∫
R
ψ(x)dx = 0 dan, misalnya,∫

R
(1 + |x|)α|ψ(x)|dx < ∞ untuk suatu α > 0, maka ψ akan memenuhi persyaratan di

atas.)

Untuk kemudahan notasi, kita tuliskan transformasi wavelet dari f sebagai

Wf(a, b) = 〈f, ψa,b〉 = |a|−1/2

∫
R

f(x)ψ
(x− b

a

)
dx.

Catat bahwa |Wf(a, b)| ≤ ‖f‖ menurut ketaksamaan Cauchy-Schwarz.

Fungsi f dapat direkonstruksi dari transformasi waveletnya melalui kesamaan res-

olusi di bawah ini.

Teorema A (Kesamaan resolusi) Untuk setiap f, g ∈ L2(R) berlaku∫
R

∫
R

Wf(a, b)Wg(a, b)a−2da db = Cψ〈f, g〉.

Bukti. Untuk setiap f, g ∈ L2(R), kita mempunyai∫
R

∫
R

Wf(a, b)Wg(a, b)a−2da db =

∫
R

∫
R

[ 1

2π

∫
R

f̂(ξ)|a|1/2eibξψ̂(aξ)dξ
]
×[ 1

2π

∫
R

ĝ(ξ′)|a|1/2e−ibξ
′
ψ̂(aξ′)dξ′

]
a−2da db.
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Suku pertama dalam kurung siku dapat dipandang sebagai invers transformasi Fourier

dari Fa(ξ) = |a|1/2f̂(ξ)ψ̂(aξ); sementara suku kedua sebagai konjugasi dari invers trans-

formasi Fourier dari Ga(ξ) = |a|1/2ĝ(ξ)ψ̂(aξ).

Berdasarkan Teorema Fubini dan kesamaan Plancherel, kita peroleh∫
R

∫
R

Wf(a, b)Wg(a, b)a−2da db =

∫
R

∫
R

F̌a(b)Ǧa(b) db a−2da

=
1

2π

∫
R

∫
R

Fa(ξ)Ga(ξ)dξ a−2da

=
1

2π

∫
R

∫
R

f̂(ξ)ĝ(ξ)|ψ̂(aξ)|2dξ |a|−1da

=
1

2π

∫
R

∫
R

|ψ̂(aξ)|2|a|−1da f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ

= Cψ〈f, g〉.

(Substitusi ζ = aξ dilakukan untuk memperoleh Cψ pada langkah terakhir.) [QED]

Catatan. Menggunakan kesamaan resolusi di atas, kita dapat merekonstruksi f melalui

f(x) = C−1
ψ

∫
R

∫
R

Wf(a, b)ψa,b(x)a−2da db,

setidaknya secara lemah.

Sebagai kasus khusus dari Kesamaan Resolusi, yaitu ketika f = g, kita mempunyai∫
R

|f(x)|2dx = C−1
ψ

∫
R

∫
R

|Wf(a, b)|2a−2da db.

Dalam perkataan lain, W memetakan L2(R) secara isometrik ke L2(R2;C−1
ψ a−2da db)

(ruang semua fungsi kompleks F pada R2 dengan |‖F |‖2 = C−1
ψ

∫
R

∫
R
|F (a, b)|2a−2da db

<∞). Ruang L2(R2;C−1
ψ a−2da db) yang dilengkapi dengan norma

|‖F |‖ = C
−1/2
ψ

[∫
R

∫
R

|F (a, b)|2a−2da db
]1/2

merupakan suatu ruang Hilbert. Sementara itu, WL2(R) = {Wf : f ∈ L2(R)} hanya

membentuk suatu ruang bagian sejati tertutup dari L2(R2;C−1
ψ a−2da db).

Argumentasi berikut menunjukkan bahwa WL2(R) merupakan suatu RKHS, yakni

F (a, b) = 〈K(a, b, ·, ·), F (·, ·)〉L2(R2;C−1
ψ

(a′)−2da′ db′) untuk suatu kernel K(a, b, a′, b′).
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Misalkan F ∈ WL2(R) dan f ∈ L2(R) sedemikian sehingga Wf = F . Maka kita

mempunyai (dengan menggunakan Teorema Fubini)

F (a, b) = 〈f, ψa,b〉

= C−1
ψ

∫
R

∫
r

∫
r

Wf(a′, b′)ψa′,b′(x)(a′)−2da′ db′ ψa,b(x) dx

= C−1
ψ

∫
R

∫
R

Wf(a′, b′)Wψa,b(a′, b′)(a
′)−2da′ db′

= C−1
ψ

∫
R

∫
R

K(a, b; a′, b′)F (a′, b′)(a′)−2da′ db′

= 〈K(a, b; ·, ·), F (·, ·)〉L2(R2;C−1
ψ

(a′)−2da′db′)

dengan

K(a, b; a′, b′) = Wψa,b(a′, b′) = 〈ψa′,b′ , ψa,b〉

sebagai kernel yang dimaksud.

17.2 Diskritisasi dan rangka

Dalam transformasi wavelet kontinu, kita bekerja dengan keluarga fungsi

ψa,b(x) = |a|−1/2ψ
(x− b

a

)
, a, b ∈ R, a 6= 0,

dengan ψ ∈ L2(R) memenuhi syarat∫
R

|ξ|−1|ψ̂(ξ)|2dξ <∞.

Untuk selanjutnya, demi kemudahan, kita akan mengasumsikan a > 0, sehingga syarat

yang harus dipenuhi oleh ψ menjadi∫ ∞
0

|ξ|−1|ψ̂(ξ)|2dξ <∞.

dan ∫ 0

−∞
|ξ|−1|ψ̂(ξ)|2dξ <∞.

(Syarat ini lebih kuat daripada syarat sebelumnya.)

Dalam prakteknya, kita hanya membatasi a dan b pada sejumlah diskrit nilai,

katakan

a = a−j0 , b = kb0a
−j
0 , j, k ∈ Z,
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untuk suatu a0 > 1 dan b0 > 0 sedemikian sehingga ψ(x − kb0), k ∈ Z, ‘menutupi’

seluruh garis bilangan real. Dalam hal ini kita peroleh keluarga fungsi

ψj,k(x) = a
j/2
0 ψ

(x− kb0a−j0

a−j0

)
= a

j/2
0 ψ(aj0x− kb0), j, k ∈ Z.

(Perhatikan jika a0 = 2 dan b0 = 1, maka kita dapatkan ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k).)

Pertanyaannya sekarang adalah: apakah kita dapat merekonstruksi f dari koefisien-

koefisien 〈f, ψj,k〉, j, k ∈ Z (yang stabil secara numerik)? Jawabannya tidak selalu ya

karena ψj,k, j, k ∈ Z, secara umum tidak membentuk basis ortonormal untuk L2(R).

Walaupun demikian, dalam kasus tertentu, dapat kita peroleh jawaban positif.

Secara umum fungsi f dapat direkonstruksi dari koefisien-koefisien 〈f, ψj,k〉 apabila

〈f, ψj,k〉 = 〈g, ψj,k〉 ∀ j, k ∈ Z⇒ f ≡ g.

Namun kita ingin lebih daripada itu: kita ingin dapat merekonstruksi f dari koefisien-

koefisien 〈f, ψj,k〉 dengan cara yang stabil secara numerik.

Pertama, barisan koefisien (〈f, ψj,k〉) harus konvergen untuk setiap f ∈ L2(R). Ini

tidak menjadi masalah karena pada umumnya kita mempunyai

∑
j,k

|〈f, ψj,k〉|2 ≤ B‖f‖2, f ∈ L2(R),

untuk suatu B > 0. Kedua, persyaratan kestabilan menghendaki jika
∑
j,k

|〈f, ψj,k〉|2

kecil, maka ‖f‖ harus kecil pula. Ini berarti bahwa kita harus mempunyai

A‖f‖2 ≤
∑
j,k

|〈f, ψj,k〉|2, f ∈ L2(R),

untuk suatu A > 0. Jadi, ψ haruslah memenuhi

A‖f‖2 ≤
∑
j,k

|〈f, ψj,k〉|2 ≤ B‖f‖2, f ∈ L2(R),

untuk suatu konstanta A dan B dengan 0 < A ≤ B <∞.

Sekarang kita sampai pada definisi rangka, yang pertama kali diperkenalkan oleh

Duffin & Schaeffer (1952) dalam konteks deret Fourier non-harmonik.
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Keluarga fungsi {φj} dalam ruang Hilbert H disebut rangka apabila terdapat kon-

stanta A dan B dengan 0 < A ≤ B <∞ sedemikian sehingga

A‖f‖2 ≤
∑
j

|〈f, φj〉|2 ≤ B‖f‖2, f ∈ H.

Konstanta A dan B disebut batas rangka yang bersangkutan. Jika kedua konstanta A

dan B sama, maka rangka yang bersangkutan dikatakan ketat.

Catatan. Dalam suatu rangka yang ketat, kita mempunyai

∑
j

|〈f, φj〉|2 = A‖f‖2, f ∈ H,

sehingga (berdasarkan kesamaan polarisasi)

A〈f, g〉 =
∑
j

〈f, φj〉〈φj , g〉

atau (secara lemah)

f = A−1
∑
j

〈f, φj〉φj .

Contoh 1. Sebarang basis ortonormal untuk ruang Hilbert H jelas merupakan suatu

rangka yang ketat, dengan batas rangka A = B = 1. Sebaliknya tidak selalu berlaku.

Misalkan H = R2. Keluarga vektor {v1, v2, v3} dengan v1 = (0, 1), v2 = (−
√

3
2 ,−

1
2 )

dan v3 = (
√

3
2 ,−

1
2 ), membentuk suatu rangka yang ketat (periksa bahwa untuk setiap

u = (a, b) ∈ H berlaku
∑3
j=1 |〈u, vj〉|2 = 3

2‖u‖
2), namun jelas bukan merupakan basis

ortonormal untuk H.

Fakta B. Jika {φj} suatu rangka yang ketat dengan batas rangka A = 1 dan ‖φj‖ = 1

untuk setiap j, maka {φj} merupakan basis ortonormal.

Bukti. Karena {φj} memenuhi Kesamaan Parseval, maka ia lengkap. Selanjutnya kita

periksa bahwa untuk setiap k berlaku

‖φk‖2 =
∑
j

|〈φk, φj〉|2 = ‖φk‖4 +
∑
j 6=k

|〈φk, φj〉|2.

Karena ‖φk‖ = 1, maka 〈φj , φk〉 = 0 untuk setiap j 6= k. Jadi, {φj} ortonormal. [QED]
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17.3 Syarat perlu dan syarat cukup untuk membentuk rangka

Diberikan wavelet ψ, kita lakukan diskritisasi terhadap ψ untuk memperoleh kelu-

arga fungsi ψj,k(x) = a
j/2
0 ψ(aj0x − kb0), j, k ∈ Z. Kemudian, untuk setiap f ∈ L2(R),

kita dapat membuat kode untuk f berupa barisan koefisien (〈f, ψj,k〉). Jika {ψj,k :

j, k ∈ Z} membentuk suatu rangka yang ketat, maka kita dapat merekonstruksi f de-

ngan cara yang stabil secara numerik melalui

f = A−1
∑
j,k

〈f, ψj,k〉ψj,k.

Namun, masalahnya, tidak ada jaminan bahwa {ψj,k : j, k ∈ Z} membentuk rangka

(yang ketat).

Syarat perlu bagi {ψj,k : j, k ∈ Z} untuk membentuk rangka adalah bahwa ψ

harus memenuhi persyaratan untuk menjadi wavelet, seperti tersirat dalam teorema di

bawah ini.

Teorema C (Syarat perlu untuk membentuk rangka) Jika {ψj,k : j, k ∈ Z}membentuk

rangka dengan batas rangka A dan B, maka

b0 ln a0

2π
A ≤

∫ ∞
0

|ψ̂(ξ)|2|ξ|−1dξ ≤ b0 ln a0

2π
B

dan
b0 ln a0

2π
A ≤

∫ 0

−∞
|ψ̂(ξ)|2|ξ|−1dξ ≤ b0 ln a0

2π
B,

yakni ψ memenuhi persyaratan untuk menjadi wavelet.

Bukti. Lihat Daubechies.

Walaupun ψ memenuhi persyaratan untuk menjadi wavelet, tidak setiap pemilihan

a0 dan b0 akan menghasilkan rangka. Syarat cukup bagi ψ agar {ψj,k : j, k ∈ Z}

membentuk rangka diberikan oleh teorema berikut.

Teorema D (Syarat cukup untuk membentuk rangka) Jika |ψ̂(ξ)| ≤ C|ξ|α(1 + |ξ|)−β

untuk suatu α > 0 dan β > α + 1, maka terdapat a0 dan b0 > 0 sedemikian sehingga

{ψj,k : j, k ∈ Z} membentuk rangka.

Bukti. Lihat Daubechies.
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Contoh 2. Fungsi topi Meksiko

ψ(x) =
2√
3
π−1/4(1− x2)e−x

2/2,

yang merupakan turunan kedua yang ternormalisasi dari fungsi Gauss G(x) = e−x
2/2,

dapat menghasilkan suatu rangka dengan rasio batas rangka B/A ≈ 1 untuk a0 ≤ 21/4.

Namun, untuk a0 = 2, rasio B/A agak jauh dari 1 seperti yang ditunjukkan oleh

tabel di bawah ini (dicuplik dari Daubechies). Ini terjadi karena amplitudo osilasi∑
j∈Z |ψ̂(2jξ)|2 terlalu besar.

b0 .25 .50 .75 1.00 1.50

B/A 1.083 1.083 1.083 1.116 12.986

Untuk memperoleh rangka yang ketat, kita harus menggunakan sejumlahN wavelet

berbeda ψ1, . . . , ψN (misalnya dengan memilih ψi(x) = 2−(i−1)/Nψ(2−(i−1)/Nx), i =

1, . . . , N), kemudian bekerja dengan rangka {ψij,k : i = 1, . . . , N ; j, k ∈ Z}. (Ini dapat

diinterpretasikan sebagai menggunakan N suara per oktaf.) Untuk N = 3, misalnya,

kita mempunyai tabel di bawah ini (dicuplik dari Daubechies):

b0 .25 .50 .75 1.00 1.50

B/A 1.000 1.000 1.000 1.010 1.947

17.4 Soal latihan

1. Misalkan ψ ∈ L1(R). Tunjukkan bahwa ψ̂(0) = 0 jika dan hanya jika
∫
R
ψ(x)dx =

0. Apa interpretasi anda tentang ψ dalam hal ini?

2. Tunjukkan jika
∫
R
ψ(x)dx = 0 dan

∫
R

(1 + |x|)α|ψ(x)|dx < ∞ untuk suatu α > 0,

maka
∫
R
|ψ̂(ξ)|2|ξ|−1dξ <∞.

3. Tunjukkan bahwa
∫
R
|ψ̂(aξ)|2|a|−1da =

∫
R
|ψ̂(ζ)|2|ζ|−1dζ. (Gunakan substitusi

ζ = aξ.)

4. Turunkan/peroleh syarat yang harus dipenuhi oleh ψ untuk menjadi wavelet dalam

hal a > 0, yakni∫ ∞
0

|ξ|−1|ψ̂(ξ)|2dξ <∞ dan

∫ 0

−∞
|ξ|−1|ψ̂(ξ)|2dξ <∞.
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5. Misalkan {φj} merupakan rangka yang ketat di ruang Hilbert H, yakni

A‖f‖2 =
∑
j

|〈f, φj〉|2, ∀ f ∈ H.

Buktikan bahwa

A〈f, g〉 =
∑
j

〈f, φj〉〈φj , g〉, ∀ f, g ∈ H.

6. Tunjukkan bahwa keluarga vektor {(0, 1), (−
√

3
2 ,−

1
2 ), (

√
3

2 ,−
1
2 )} membentuk suatu

rangka yang ketat di R2.

7. Diketahui fungsi Gauss G(x) = e−x
2/2, tentukan G′′(x), ‖G′′‖, dan ψ(x) = G′′(x)

‖G′′‖ .
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18. Lebih Jauh tentang Rangka

Kita akan membahas rangka lebih jauh, khususnya bagaimana ia digunakan untuk

merepresentasikan fungsi dan bagaimana kita dapat merekonstruksi fungsi itu kembali

(dari rangka) dengan lebih baik. Materi pada bab ini juga disadur dari buku ”Ten

Lectures on Wavelets” karangan I. Daubechies (SIAM, 1992).

18.1 Operator rangka

Misalkan H ruang Hilbert dan {φj : j ∈ J} suatu rangka di H, yakni terdapat

A,B ∈ R dengan 0 < A ≤ B <∞ sedemikian sehingga

A‖f‖2 ≤
∑
j∈J
|〈f, φj〉|2 ≤ B‖f‖2, f ∈ H.

Kita definisikan operator rangka F sebagai berikut: Operator F yang memetakan

setiap fungsi f ∈ H ke barisan (〈f, φj〉)j∈J ∈ l2(J), yakni F : f 7→ Ff dengan

(Ff)j = 〈f, φj〉, j ∈ J,

disebut operator rangka pada H.

Misalkan F suatu operator rangka pada H. Jelas bahwa F merupakan operator

linear. F juga terbatas dengan ‖|F |‖ ≤ B1/2, karena

‖Ff‖2 =
∑
j∈J
|〈f, φj〉|2 ≤ B‖f‖2, f ∈ H.

(Di sini ‖|F |‖ menyatakan norma operator F , yang nilainya sama dengan konstanta C

terkecil yang memenuhi ‖Ff‖ ≤ C‖f‖, f ∈ H.) Selanjutnya, operator adjoint F , yakni

F ∗, dapat diperoleh sebagai berikut. Misalkan c = (cj)j∈J ∈ l2(J). Maka

〈F ∗c, f〉 = 〈c, Ff〉 =
∑
j∈J

cj〈f, φj〉

=
∑
j∈J

cj〈φj , f〉 = 〈
∑
j∈J

cjφj , f〉
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Jadi, F ∗c =
∑
j∈J cjφj , setidaknya secara lemah. Selanjutnya, mengingat ‖|F ∗|‖ =

‖|F |‖ (lihat Kreyszig) dan ‖|F |‖ ≤ B1/2, kita peroleh

‖F ∗c‖ =≤ ‖|F ∗|‖ ‖c‖ = ‖|F |‖ ‖c‖ ≤ B1/2‖c‖, c ∈ l2(J).

Sekarang tinjau operator F ∗F , yang bekerja pada H sebagai berikut:

F ∗Ff = F ∗(〈f, φj〉) =
∑
j∈J
〈f, φj〉φj , f ∈ H.

Teorema A. Misalkan I menyatakan operator identitas pada H. Maka,

AI ≤ F ∗F ≤ BI,

sehingga F ∗F mempunyai invers, dan

B−1I ≤ (F ∗F )−1 ≤ A−1I.

Bukti. Untuk setiap f ∈ H, kita mempunyai

∑
j∈J
|〈f, φj〉|2 = ‖Ff‖2 = 〈Ff, Ff〉 = 〈F ∗Ff, f〉,

oleh karena itu,

AI ≤ F ∗F ≤ BI.

Selanjutnya, karena A > 0, maka F ∗F mempunyai invers, dan

B−1I ≤ (F ∗F )−1 ≤ A−1I

(lihat Daubechies untuk detilnya). [QED]

18.2 Rangka dual

Keluarga {φ̃j : j ∈ J}, dengan

φ̃j = (F ∗F )−1φj , j ∈ J,

disebut rangka dual dari {φj : j ∈ J}.
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Teorema di bawah ini menunjukkan bahwa {φ̃j : j ∈ J} sungguh membentuk

rangka.

Teorema B. {φ̃j : j ∈ J} merupakan rangka dengan batas rangka B−1 dan A−1.

Bukti. Jelas bahwa F ∗F self-adjoint, sehingga
(
(F ∗F )−1

)∗
= (F ∗F )−1. Akibatnya,

untuk setiap f ∈ H, kita mempunyai

〈f, φ̃j〉 = 〈f, (F ∗F )−1φj〉 = 〈(F ∗F )−1f, φj〉.

Sekarang perhatikan bahwa∑
j∈J
|〈f, φ̃j〉|2 =

∑
j∈J
|〈(F ∗F )−1f, φj〉|2 = ‖F (F ∗F )−1f‖2

= 〈F (F ∗F )−1f, F (F ∗F )−1f〉

= 〈(F ∗F )−1f, (F ∗F )(F ∗F )−1f〉

= 〈(F ∗F )−1f, f〉.

Jadi, mengingat B−1I ≤ (F ∗F )−1 ≤ A−1I, kita peroleh

B−1‖f‖2 ≤
∑
j∈J
|〈f, φ̃j〉|2 ≤ A−1‖f‖2,

sesuai dengan yang diharapkan. [QED]

Teorema C. Operator rangka F̃ yang memetakan setiap fungsi f ∈ H ke barisan

(〈f, φ̃j〉)j∈J di l2(J) memenuhi

(a) F̃ = F (F ∗F )−1;

(b) F̃ ∗F̃ = (F ∗F )−1;

(c) F̃ ∗F = I = F ∗F̃ ;

(d) F̃F ∗ = FF̃ ∗ merupakan operator proyeksi ortogonal terhadap R(F ) = R(F̃ ) di

l2(J).

Bukti. Latihan.

18.3 Skema rekonstruksi

Perhatikan bahwa F̃ ∗F = I = F ∗F̃ berarti

F̃ ∗Ff = f = F ∗F̃ f, f ∈ H,
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yakni ∑
j∈J
〈f, φj〉φ̃j = f =

∑
j∈J
〈f, φ̃j〉φj , f ∈ H.

Ini berarti kita dapat merekonstruksi f dari (〈f, φj〉)j∈J melalui kesamaan

f =
∑
j∈J
〈f, φj〉(F ∗F )−1φj .

Jika A ≈ B, maka F ∗F ≈ A+B
2 I, sehingga (F ∗F )−1 ≈ 2

A+B I dan φ̃j ≈ 2
A+Bφj

untuk setiap j ∈ J . Oleh karena itu, f ≈ 2
A+B

∑
j∈J〈f, φj〉φj . Tepatnya,

f =
2

A+B

∑
j∈J
〈f, φj〉φj + Ef,

dengan

E = I− 2

A+B
F ∗F.

Mengingat AI ≤ F ∗F ≤ BI, kita peroleh

−B −A
B +A

I ≤ E ≤ B −A
B +A

I,

sehingga

|‖E|‖ ≤ B −A
B +A

=
r

2 + r
,

dengan r = B
A−1 > 0. Jadi, jika kita menghampiri f dengan 2

A+B

∑
j∈J〈f, φj〉φj , maka

kesalahan maksimumnya adalah r
2+r‖f‖.

Untuk memperoleh hampiran yang lebih baik, kita amati lebih lanjut bahwa F ∗F =

A+B
2 (I − E), sehingga (F ∗F )−1 = 2

A+B (I − E)−1. Karena |‖E|‖ = r
2+r < 1, maka∑∞

n=0E
k konvergen dalam norma dan

∑∞
n=0E

n = (I − E)−1. (Di sini E0 = I.) Jadi,

untuk setiap j ∈ J , kita mempunyai

φ̃j = (F ∗F )−1φj =
2

A+B

∞∑
n=0

Enφj ,

dan karena itu

f =
2

A+B

∑
j∈J
〈f, φj〉

∞∑
n=0

Enφj .
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Hampiran yang lebih baik dapat diperoleh melalui

f ≈ 2

A+B

∑
j∈J
〈f, φj〉

N∑
n=0

Enφj ,

untuk suatu N ∈ {0, 1, 2, . . .} yang cukup besar.

Suatu algoritma rekonstruksi f dapat diperoleh dengan menuliskan

f = (F ∗F )−1(F ∗F )f = lim
N→∞

fN

dengan

fN =
2

A+B

N∑
n=0

En(F ∗F )f

=
2

A+B
(F ∗F )f +

2

A+B

N∑
n=1

En(F ∗F )f

=
2

A+B
(F ∗F )f + EfN−1

=
2

A+B

∑
j∈J
〈f, φj〉φj + fN−1 −

2

A+B

∑
j∈J
〈fN−1, φj〉φj

= fN−1 +
2

A+B

∑
j∈J

(
〈f, φj〉 − 〈fN−1, φj〉

)
φj .

Jadi, f dapat direkonstruksi secara iteratif, mulai dengan

f0 =
2

A+B
F ∗Ff =

2

A+B

∑
j∈J
〈f, φj〉φj ,

f1 = f0 +
2

A+B

∑
j∈J

(
〈f, φj〉 − 〈f0, φj〉

)
φj ,

dan seterusnya, sampai memenuhi ketelitian yang diinginkan. Kesalahan maksimumnya

diberikan oleh teorema di bawah ini.

Teorema D. Untuk setiap j ∈ J dan N ∈ {0, 1, 2, . . .}, tulis φ̃Nj = 2
A+B

∑N
n=0E

nφj .

Maka, ∥∥∥f −∑
j∈J
〈f, φj〉φ̃Nj

∥∥∥ ≤ ( r

2 + r

)N+1

‖f‖.

Bukti. Latihan.



132 Hendra Gunawan

18.4 Soal latihan

1. Buktikan Teorema C pada §18.2.

2. Tunjukkan bahwa rangka dual dari {φ̃j : j ∈ J} adalah {φj : j ∈ J}.

3. Buktikan Teorema D pada §18.3.
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19. Penutup

Bila aplikasi deret dan transformasi Fourier telah cukup banyak dibahas, maka

berikut ini disajikan ilustrasi bagaimana wavelet Haar digunakan dalam analisis dan

pemrosesan signal, khususnya citra digital.

Misalkan kita mempunyai sebuah gambar atau citra (berdimensi dua) yang ber-

ukuran 1 × 1 satuan luas. Secara matematis, gambar ini dapat kita anggap sebagai

sebuah fungsi bernilai real yang terdefinisi pada persegi [0, 1] × [0, 1], dengan nilai di

setiap titik menyatakan intensitas warna gambar di titik tersebut. Dengan perkataan

lain, setiap titik dalam gambar tersebut kita kaitkan dengan sebuah bilangan yang

mengukur intensitas warna di titik tersebut.

Dalam prakteknya, yang biasanya kita lakukan kemudian adalah diskritisasi. Kita

bagi persegi [0, 1]× [0, 1] tadi atas sejumlah persegi kecil, yang kita sebut pixel, dan se-

tiap pixel kita kaitkan dengan sebuah bilangan, katakanlah 0, 1, . . . , 255, yang mewakili

warna dominan pada pixel tersebut. Dengan demikian, kita peroleh sebuah matriks,

katakanlah berukuran n × n, dengan entri bilangan bulat 0, 1, . . . , 255. Matriks ini

menyajikan sebuah citra digital, yang merupakan hampiran dari citra aslinya.

19.1 Pemrosesan signal 1D

Untuk menganalisis dan memroses citra ini dengan menggunakan wavelet Haar,

marilah kita tinjau bagaimana kita berhadapan dengan signal atau “citra” digital berdi-

mensi satu. Misalkan kita mempunyai matriks baris berikut

M := [4 8 3 1]

Matriks ini dapat dinyatakan sebagai deret Haar

M = 4[φ] + 2[ψ]− 2[ψ1,0] + 1[ψ1,1]
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dengan
[φ] = [1 1 1 1]

[ψ] = [1 1 − 1 − 1]

[ψ1,0] = [1 − 1 0 0]

[ψ1,1] = [0 0 1 − 1]

Matriks M menyatakan citra dengan resolusi 4, yang tidak lain merupakan sebuah

fungsi pada [0, 1] yang bernilai 4 pada seperempat interval pertama, 8 pada seperempat

interval kedua, 3 pada seperempat interval ketiga, dan 1 pada seperempat interval

keempat. Matriks [φ] tidak lain merupakan fungsi φ, demikian pula matriks [ψ], [ψ1,0]

dan [ψ1,1] menyatakan fungsi ψ, ψ1,0 dan ψ1,1.

Koefisien Haar pada uraian deret Haar di atas tentunya dapat dihitung dengan ru-

mus yang kita punyai, namun dengan penyajian dalam bentuk matriks koefisien terse-

but tentunya dapat pula diperoleh dengan menyelesaikan sistem persamaan linear yang

terkait. Cara lainnya berkaitan dengan konsep analisis multi resolusi, yakni dengan

perataan dan pencatatan kesalahannya, sebagai berikut.

Diberikan matriks M dengan resolusi 4 seperti di atas, kita hitung rata-rata setiap

dua suku sehingga kita peroleh matriks M1 dengan resolusi 2 di bawah ini

M1 = [6 2].

Matriks M dapat diperoleh kembali dari M1 melalui

M = [6 6 2 2] + [−2 2 1 − 1].

Matriks pertama di ruas kanan merupakan representasi dari M1 dengan resolusi 4, se-

mentara matriks kedua menyatakan kesalahan pada proses perataan di atas. Perhatikan

bahwa matriks kedua di ruas kanan dapat diuraikan lebih lanjut sebagai

−2[1 − 1 0 0] + 1[0 0 1 − 1].

Proses perataan kita lanjutkan sekali lagi terhadap M1 sehingga kita peroleh ma-

triks M2 dengan resolusi 1 berikut

M2 = [4]
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dan kesalahannya

[2 − 2].

Sebagai matriks dengan resolusi 4, M2 merepresentasikan

[4 4 4 4] = 4[1 1 1 1]

sementara kesalahannya

[2 2 − 2 − 2] = 2[1 1 − 1 − 1].

Matriks M1 dapat diperoleh kembali dengan menjumlahkan kedua matriks tersebut,

dan M pun dapat diperoleh kembali persis seperti di atas.

19.2 Pemrosesan citra 2D

Sampai di sini kita telah melihat bagaimana menganalisis suatu signal atau citra

digital berdimensi satu dengan menggunakan wavelet Haar. Untuk memroses citra terse-

but, misalnya menyimpan citra tersebut (secara digital dalam komputer, misalnya) dan

mengambilnya kembali suatu saat serta merekonstruksinya, kita cukup menyimpan ko-

efisien Haar-nya. Tetapi, tunggu dulu, apa untungnya menyimpan koefisien Haar-nya?

Bukankah banyaknya data (baca: bilangan) yang disimpan akan sama saja banyaknya

dengan banyaknya data semula?

Pada contoh di atas, ya. Namun secara umum bila kita berhadapan dengan sebuah

citra dengan resolusi 1024 × 1024, misalnya, sejumlah koefisien dapat bernilai 0 (ini

terjadi misalnya ketika dua bilangan yang berdampingan pada suatu tahap bernilai

sama) atau jauh lebih kecil dibandingkan dengan yang lainnya sehingga dapat dianggap

0. Nah, pada saat itulah penghematan tempat penyimpanan (istilah komputer: memori)

dapat dilakukan. Bila ini dilakukan, tentunya hasil rekonstruksinya nanti tidak akan

sama persis dengan citra semula, tetapi merupakan hampiran.

Citra digital berdimensi dua dapat digarap secara serupa, tentunya dengan meng-

gunakan wavelet berdimensi dua pula, yang pada prinsipnya dapat diperoleh dengan

mengambil tensor atau hasilkali wavelet berdimensi satu. Bila wavelet Haar berdi-

mensi dua yang digunakan, proses perataan dan pencatatan kesalahan seperti di atas
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tetap dapat dilakukan (tentunya sedikit lebih rumit) dalam tahap analisisnya. Proses

penyimpanan dan rekonstruksinya dapat dikatakan sama saja.

Berikut adalah citra digital ‘Lena’ beserta hasil rekonstruksinya dengan wavelet

Haar, dengan ‘memangkas’ 90% koefisien terkecil. Perhatikan bahwa mata kita hampir

tidak dapat membedakan kedua gambar tersebut.

Gambar 19.2: Lena dan rekonstruksinya

Dalam beberapa tahun terakhir, teori wavelet dan aplikasinya telah banyak men-

galami kemajuan. Sebagai contoh, pada pemrosesan citra, wavelet telah digunakan

pula untuk mengolah citra yang ‘rusak’ (dalam arti yang luas), misalnya karena buram

atau tergores. Puluhan, bahkan ratusan, artikel tentang wavelet dan aplikasinya dapat

ditemukan di Internet (misalnya via http://scholar.google.com).
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