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Kata Pengantar

Pengalaman selama sekitar 10 tahun memberikan kuliah Mekanika Statistik
untuk Mahasiswa Magister dan Doktor di Institut Teknologi Bandung bahwa mata
ini yang merupakan mata kuliah wajib termasuk yang cukup sulit dipahami para
mahasiswa. Hal ini tidak dapat dipungkiri karena memang materi yang terkandung
di dalamnya lebih banyak yang bersifat abstrak. Diperlukan abstraksi yang tinggi
untuk dapat memahami bab-bab yang ada dalam kuliah tersebut.

Kesulitan makin bertambah akibat cara pembahasan di sejumlah buku yang
ada terlalu global sehingga ada beberapa bagian yang memerlukan pemikiran ekstra
untuk dapat memahaminya. Buku acuan utama kuliah ini di antaranya Statistical
Mechanics tulisan K. Huang atau buku klasik Statistical Mechanics tulisan J.E.
Mayer dan M.G. Mayer. Namun, materi yang dipaparkan dalam buku tersebut perlu
dicermati dan direnungi secara mendalam agar dapat memahaminya. Tidak saja
mahasiswa, tetapi dosen juga perlu kerja keras untuk memahami mater-materi
tersebut.

Atas pengalaman mengajar sekitar 10 tahun saya mencoba menyusun draft
sedikit-demi sedikit dan dicobakan ke mahasiswa tiap semester. Penambahan,
koreksi, dan penyesuaian dengan cara tangkap mahasiswa menghasilkan naskah
seperti ini. Beberapa bagian yang tidak dijelaskan detail di buku-buku yang ada
akan dipaparkan secara detail di buku ini sehingga mudah dipahami mahasiswa.
Beberapa ilustrasi yang tidak dijumpai pada buku-buku sebelumnya dimasukkan
dalam buku ini untuk memeprmudah pemahaman. Versi awal draft ini telah muncul
dalam bentuk diktat kuliah yang diterbitkan Penerbit ITB dan menjadi salah satu
pegangan utama mahasiswa magister dan doktor fisika ITB.

Dalam buku ini, beberapa topik yang rumit yang dibahas di buku-buku
Mekanika Statistik yang sudah ada tidak dimasukkan. Harapannya adalah
mahasiswa memahami dasar-dasar Mekanika Statistik dan tidak terganggu oleh
sejumlah topik yang memerlukan pemahaman matematika yang cukup tinggi.
Mahasiswa yang tertarik mempelajari lebih mendalam sangat dianjurkan
mempelajari buku-buku teks yang sudah ada, seperti yang disebutkan di atas.



Di bagian awal tiap bab dijelaskan sejumlah persyaratan yang diperlukan
untuk memahami tiap bab tersebut secara lebih mudah. Mempelajari tiap ban dari
buku ini menuntuk pemahaman materi kuliah tingkat sebelumnya seperti Fisika
Matematika, Fisika Statistik, Termodinamika, dan sedikit Fisika Kuantum.
Mahasiswa sangat diharapkan untuk mereview kembali materi-materi tersebut.

Penyelesaian buku ini tidak lepas dari bantuan dari Kementerian Riset dan
Pendidikan Tinggi berupa Hibah Penulisan Buku Teks 2015. Oleh karena itu
ucapan terima kasih penulis sampaikan pada Kemenristekdikti. Penulis juga
sampaikan ucapan terima kasih kepada Agus Purwanto, D.Sc. daru Jurusan Fisika
Institut Teknologi Sepuluh November, Surabaya atas kesediaan menjadi
pendamping. Sejumlah saran dan komentar sangat berguna bagi perbaikan isi buku
ini. Kepada Pimpinan FMIPA ITB yang telah menfasilitasi penerbitan buku ini
penulisa sampaikan terima kasih sebesar-besarnya.

Semoga buku ini menjadi salah satu acuan yang berguna bagi mahasiswa
magister maupun doktor fisika di Indonesia. Tentu kekurangan masih banyak
dijumpai. Perbaikan terus menerus akan tetap diperlukan. Oleh karena itu masukan
dan sarat dari para mahasiswa, rekan dosen, atau pembaca lainnya sangat
diharapkan.

Bandung, Juni 2016
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Bab1
PENGENALAN ENSEMBEL

Bab ini berisi penjelasan tentang ensembel sebagai kumpulan dari sejumah
assembli. Ensembel dapat dipandang sebagai super assembli yang anggotanya
adalah assembli-assembli. Sedangkan assembli sendiri beranggotakan sistem-sistem.
Tujuan bab ini adalah memberi pemahaman kepada mahasiswa tentang definisi
ensembel, mengapa konsep ensembel diperlukan, dan mengenal ciri masing-masing
ensebmbel dalam mekanika statistik: mikrokanonik, kanonik, dan grand kanonik.
Namun demikian, bab ini tidak terlalu sulit untuk dipahami, karena hanya berisi
pengenalan tentang konsep ensembel itu sendiri. Dengan demikian tidak ada
kemampuan awal khusus yang diperlukan untuk memahami penjelasan dalam bab
ini.

1.1 Pendahuluan

Assembli yang telah kita bahas di kuliah Fisika Statistik memiliki kriteria
yang sangat ketat, yaitu energi yang dimiliki assembli maupun jumlah sistem dalam
assembli selalu tetap. Dalam dunia nyata mungkin assembli demikian sulit
diwujudkan. Assembli semacam ini dapat didekati oleh satu wadah yang terisolasi
rapat dari bahan isolator panas yang sangat tebal, tidak ada medan magnet, medan
listrik, bahkan medan gravitasi yang dirasakan sistem-sistem dalam assembli. Jadi,
pada prinsipnya, asembli yang telah kita bahas selama ini merupakan sebuah
pendekatan untuk kondisi nyata. Pendekatan tersebut tentu mengandung sejumlah
kekurangan. Namun untuk dinding assembli yang terbuat dari bahan isolator yang
sangat baik, kekurangan yang dihasilkan tidak terlalu signifikan.

Apabila kita ingin masuk ke kondisi yang lebih mendekati keadaan nyata,
maka pembatasan yang sangat ketat harus diperlonggar. Kalau kita menempatkan
sistem-sistem dalam wadah tertutup maka peluang sistem untuk keluar dari dan
masuk ke dalam wadah masih dapat dihindari. Dengan demikian pembatasan
jumlah sistem yang konstan bukanlah asumsi yang dibuat-buat. Tetapi untuk energi
total yang dimiliki assembli, pembatasan bahwa energi assembli adalah konstan
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mungkin dapat dilanggar. Tidak ada dinding wadah yang benar-benar sanggup
meniadakan pertukaran energi secara sempurna, apalagi jika wadah yang kita miliki
terbuat dari bahan konduktor. Lebih lanjut, kadang assembli yang kita miliki tidak
dibatasi oleh dinding, tetapi melakukan kontak langsung dengan udara terbuka.
Sebagai contoh, assembli kita adalah sebatang logam yang berada di udara terbuka.
Jumlah sistem dalam assembli tersebut selalu tetap (karena atom-atom atau elektron
tidak dapat meninggalkan logam), namun energi sangat mudah bertukaran antara
batang logam dan udara luar. Untuk menjelaskan mekanisme yang terjadi dalam
assembli yang memiliki dinding yang transparan terhadap energi, para ahli juga
mengembangkan statistik untuk assembli yang memiliki jumlah sistem konstan
tetapi jumlah energi tidak konstan.

Kasus yang lebih umum lagi adalah untuk assembli terbuka seperti udara
yang ada di sekitar kita. Kita bahkan tidak memiliki wadah sama sekali. Kondisi ini
dapat diasumsikan sebagai assembli yang dibatasi oleh wadah yang dapat ditembus
oleh sistem maupun oleh energi. Implikasinya adalah jumlah sistem maupun energi
total yang dimiliki asembli tidak tetap.

1.2 Dinding Assembli yang Transparan terhadap Energi

Sejauh ini kita telah merumuskan panjang lebar tentang assembli yang
dibatasi dinding yang tidak transparan terhadap sistem maupun energi.
Pertanyaanya adalah bagaimana bentuk perumusan untuk assembli yang dibatasi
dinding yang sifatnya lebih longgar, yaitu dapat ditembus energi namun tidak dapat
ditembus sistem?

Perhatikan sebuah assembli dengan jumlah sistem tetap tetapi energi yang
dimiliki dapat berubah-ubah (Gambar. 1.1). Assembli tersebut memiliki dinding
yang transparan terhadap energi tetapi tidak transparan terhadap sistem. Contoh
dinding tersebut adalah logam. Karena dinding dapat ditembus energi maka pada
saat yang berbeda, energi yang dimiliki assembli mungkin berbeda. Misalkan energi
yang dimiliki assembli pada saat yang berbeda-beda diilustrasikan pada Tabel 1.1.

Untuk kondisi dengan energi yang dimiliki assembli berubah-ubah
bagaimana cara mendapatkan persamaan keadaan assembli? Kita lakukan strategi
sebagai berikut:

1) Pada saat yang berbeda bisa saja terjadi bahwa energi yang dimiliki
assembli kembali sama. Contohnya, bisa saja terjadi bahwa pada saat t; dan

tz energi yang dimiliki assembli sama, yaitu E; = E.

2) Untuk mudahnya kita urutkan energi yang dapat dimiliki assembli dari nilai
terkecil hingga terbesar sebagai berikut Ei, Ez, Es, ..., Ex.



3) Assembli akan memiliki energi yang berbeda-beda tersebut dalam durasi
waktu yang berbeda-beda pula. Misalkan lama assembli memiliki energi E;
adalah At;, lama assembli memiliki energi E; adalah Aty, dan seterusnya.

N konstan

E tidak konstan

Energi dapat
keluar dan masuk

Gambar 1.1 Dinding assembli transparan terhadap energi tetapi
tidak transparan terhadap sistem. Sistem tidak dapat keluar atau
masuk dari/ke dalam assembli sehingga jumlah sistem dalam
assembli selalu konstan. Namun energi dapat menembus dinding
asembli. Energi dapat keluar atau masuk dari/ke dalam assembli
sehingga energi assembli tidak tetap.

Tabel 1.1 Energi assembli berbeda-beda pada saat yang berbeda.
Namun tidak menutup kemungkinan bahwa pada saat berbeda nilai
energi sama (energi yang semula telah dimiliki muncul kembali).

Saat Energi yang dimiliki
2] E,
t =)
te E.

4) Dengan demikian probabilitas assembli memiliki energi-energi di atas
menjadi:



5)

6)

At, .
At + AL+ + AL ’
At, .
At + AL+ + AL,

a) probabilitas memiliki energi E1: p(E,) =

b) probabilitas memiliki energi Ez: p(E,) =

¢) probabilitas memiliki energi E.: p(E,) = AL,

At + AL, +.+ AL '

Karena kita tidak dapat mengetahui dengan pasti berapa Ats, Aty, dan
seterusnya maka diasumsikan bahwa p(E;) o«c exp[-E/kT]. Asumsi ini
diinspirasi oleh fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann bahwa peluang
mendapatkan sistem pada tingkat energi & sebanding dengan exp[-&/KT].
Asumsi ini dapat diterima secara logis; bahwa makin besar energi yang
dimiliki assembli maka makin kecil peluang menemukan assembli tersebut.
Jika energi assembli tak berhingga maka peluang menemukan assembli
menjadi nol. Dengan kata lain tidak ada assembli yang memiliki energi tak
berhingga.

Probabilitas di atas didukung juga oleh alasan berikut ini. Misalkan ada dua
assembi dengan energi E; dan E;. Peluang mendapatkan masing-masing
assembli adalah p(E;) oc exp[-Ei/kT] dan p(E;) o< exp[-Ej/kT]. Jika dua
assembli digabung menjadi satu assembli yang besar maka peluang
menemukan assembli tersebut menjadi p(Ei)p(E;). Tetapi, saat dua assembli
digabung maka energinya menjadi E;+E;. Dengan demikian peluang
menemukan assembli dengan energi gabungan tersebut adalah p(Ei+E;) «
exp[-(Ei+E;j)/KT] o« exp[-E#KT] exp[-EykT] = p(Ei)p(E;), sesuai dengan
perkalian probabilitas yang sudah kita sebutkan di atas.

1.3 Konsep Ensembel

Apa yang kita bahas di atas adalah satu assembli saja yang memiliki

sejumlah kemungkinan energi. Energi yang berbeda dapat muncul pada saat yang
berbeda. Kita dapat juga mejelaskan kondisi ini dari sudut pandang yang berbeda
tetapi memiliki hasil akhir yang setara. Kita seolah-olah memiliki sejumlah besar
assembli di mana jumlah sistem pada semua assembli sama tetapi energi yang
dimiliki satu assembli dengan assembli lain dapat berbeda. Untuk satu assembli
tertentu, jumlah sistem dan energi yang dimilikinya selalu tetap. Lebih tegas lagi,
seolah-olah kita memiliki sejumlah besar assembli di mana jumlah sistem dalam
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tiap-tiap assembli sama, yaitu N tetapi energinya bisa berbeda-beda. Semua
konfigurasi yang mungkin dilakukan bagi penyusunan sistem-sistem dalam
assembli ada wakilnya dalam kelompok assembli tersebut. Apa yang kita miliki
dapat diilustrasikan pada Gambar. 1.2.

Assembli 1 Assembli 2
Konfigurasi W, Konfigurasi W,
Energi E; Energi E,

vl v

Gambar 1.2 Ensembel adalah kumpulan assembli. Tiap assembli
memiliki jumlah sistem dan energi yang tetap. Tetapi jumlah sistem
yang dimiliki masing-masing assembli sama sedangkan besar
energi berbeda antara satu assembli dengan assembli lain. Contoh
sederhana assembli ini adalah sampel batang logam. Jumlah atom
dalam batang logam tetap tetapi energi dapat keluar atau masuk dari
batang logam.

Semua assembli tersebut digabung dalam satu wadah besar (super
assembli). Jumlah assembli dalam super assembli tetap dan energi total super
assembli juga tetap. Super assembli semacam ini dinamakan ensembel.



Sebagai ilustrasi adalah kampus. Kampus dapat kita analogikan
sebagai ensembel. Kelas-kelas dalam kampus dianalogikan sebagai
assembli. Mahasiswa yang duduk dalam kelas-kelas dapat
dianalogikan sebagai sistem. Jumlah mahasiswa pada tiap kelas
semuanya sama. Namun, energi total yang dimiliki mahasiswa
berbeda antara satu kelas dengan kelas lainnya. Untuk mencari sifat
rata-rata satu kelas kita dapat lakukan dengan dua cara. Cara
pertama adalah mengukur sifat satu kelas dalam jangka waktu yang
lama lalu merata-ratakan hasil yang diperoleh. Cara kedua adalah
mengukur sifat semua kelas secara serentak lalu merata-ratakan
sifat tersebut. Cara pertama hanya memperhatikan satu kelas
kemudian melakukan perata-rataan ternadap waktu. Cara kedua
memperhatikan seluruh kelas kemudian merata-ratakan terhadap
jumlah. Secara statistik, hasil yang diperoleh sama.

Dalam ensembel yang diilustrasikan pada Gambar 1.3, konfigurasi yang
berbeda dalam menyusun sistem-sistem dalam assembli dapat menghasilkan energi
yang berbeda dan dapat pula memiliki energi yang sama. Sebagai ilustrasi, kita
misalkan E; = 0, Ez = 2E». Energi yang dimiliki adalah konfigurasi: (kiri) Es + 2E; =
2E; (tengah) E1+ 2E; = 2E, dan (kanan) 2E; + E; = 4E,.

(= o E; E; o
E, E, o—=o E, o—=o
E; o—o E, o E,

Gambar 1.3 Tiga konfigurasi di atas semuanya berbeda. Namun
energi yang dimiliki adalah: (kiri) Es + 2E; = 2E; (tengah) Ei+ 2E;
= 2E; dan (kanan) 2E; + E3 = 4E,. Tampak bahwa konfigurasi yang
berbeda dapat memiliki energi yang sama. Karena jumlah tingkat
energi dalam assembli sangat banyak bakan akan banyak sekali
konfigurasi yang memiliki energi yang sama.

Konfigurasi penyusunan sistem dalam tiga assembli di atas berbeda. Tetapi

energi assembli 1 sama dengan energi assembli 2 dan berbeda dengan energi
assembli 3. Peluang munculnya assembli dengan energi yang berbeda tentu saja
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berbeda. Kita kemukakan hipotesis bahwa peluang mendapatkan asembli dengan
energi E; diberikan oleh

p(E) oce ™/ (L.1)

1.4 Assembli Terbuka

Jika kita melihat udara atau atmosfer maka tampak bahwa tidak ada wadah
pembatas seperti yang kita bahas pada bab-bab sebelumnya. Bagaimana kita dapat
menggunakan statistik untuk menjelaskan sifat-sifat gas di udara?

Kita dapat mengansumsikan bahwa di udara terdapat sejumlah besar wadah
(assembli) tetapi wadah tersebut dapat ditembus energi maupun sistem. Jadi jumlah
energi maupun jumlah sistem yang dimiliki assembli tersebut dapat berubah-ubah.
Untuk menjelaskan sifat-sifat assembli semacam ini, kita bangun sebuah ensemble
yang mengandung sejumlah besar assembli di mana assembli yang berbeda dapat
memiliki jumlah sistem yang berbeda maupun jumlah energi yang berbeda pula
(Gambar. 1.4).

Untuk ensembel semacam ini, peluang mendapatkan assembli ke-i dengan
energi tertentu (E;) tidak hanya ditentukan E;, tetapi juga ditentukan oleh N;.
Meskipun energi dua assembli sama tetapi jumlah sistemnya berbeda maka
probabilitas kemunculan dua assembli tersebut dapat berbeda. Bagaimana bentuk
probablitas tersebut?

Dalam kuliah termodinamika kita mempelajari bahwa
penambahan/pengurangan satu partikel dalam sistem termodinamika melahirkan
penambahan/pengurangan energi sebesar x4 di mana g disebut potensial kimia.
Penambahan/pengurangan sebanyak AN partikel menghasilkan penembahan/
pengurangan energi sebesar ¢/AN (Gambar 1.5). Dengan demikian kita dapat
menyimpulkan bahwa jumlah sistem yang terdapat dalam assembli akan
mempengaruhi energi yang dimiliki assembli tersebut yang pada akhirnya
menentukan peluang kemunculan assembli yang bersangkutan. Akhirnya sangat
logis apabila kita berhipotesis bahwa probabilitas kemunculan assembli dengan
energi Ei dan mengandung sebanyak N; sistem memenuhi

PN, E,) oc & B84 /ir (1.2)

dengan &£ dan 7 adalah parameter-parameter yang harus ditentukan. Persamaan (1.2)
kembali ke bentuk probabilitas menemukan assembli kanonik dengan energi E; jika
jumlah sitem pada semua assembli nonstan (N; = N untuk semua i).



Assembli 1

Assembli 2

Jumlah sistem Ny Jumlah sistem N,
Konfigurasi W, Konfigurasi W,

Energi E,

Energi E,

Gambar 1.4 Sebuah ensembel mengandung anggota berupa
assembli terbuka. Tiap assembli tidak memiliki sekat (pembatas)
sehingga sistem maupun energi dapat berpindah dari satu assembli
ke assembli lainnya. Contoh ensembel ini adalah udara terbuka.
Udara terbuka dapat dipandang sebagai kumpulan atom atau
molekul yang berada dalam kotak-kotak yang memiliki dinding
yang dapat ditembus oleh energi dan sistem (maknanya tidak
memiliki dinding). Dinding di sini hanyalah dinding virtual supaya
konsep sebuah assembli memiliki dinding pembatas masih
digunakan. Setiap saat jumlah sistem maupun energi dalam satu
assembli dapat berubah-ubah. Dengan sifat ini jelas bahwa
pembahasan tentang assembli lebih rumit dari assembli lainnya
(assembli dengan energi dan jumlah sistem konstant atau assembli
dengan sistem konstan tetapi energi tidak konstan).



AN
E E - tAN o0
AN
o0 N N + AN
e E E + uAN

Gambar 1.5 (atas) Jika ada AN sistem yang keluar dari assembli
maka energi assembli berkurang sebesar #AN. (bawah). Jika ada
AN sistem yang masuk ke dalam assembli maka energi assembli
bertambah sebesar £AN. Ini berimplikasi bahwa kebolehjadian
menemukan assembli bergantung pada energi dan jumlah sistem
yang dimiliki assembli tersebut.

1.5 Jenis-)enis Ensembel

Dari semua pembahasan di atas kita akhirnya dapat membedakan tiga jenis
ensemble berdasarkan sifat dinding assembli-assembli penyusun ensemble tersebut.

Ensembel Kanonik

Jika assembli-assembli penyusun ensemble tersebut memiliki dinding yang
tidak dapat ditembus sistem tetapi dapat ditembus energi maka ensemble tersebut
dinamakan ensemble kanonik. Dalam ensemble ini jumlah sistem dalam semua
assembli sama banyaknya tetapi energi yang dimiliki assembli dapat berbeda-beda.
Namun jumlah total assembli dalam ensembel dan jumlah total energi yang dimiliki
ensemble adalah konstan.



Ensembel Grand Kanonik

Jika assembli-assembli penyusun ensemble memiliki dinding yang dapat
ditembus sistem maupun energi maka ensemble yang dibentuk dinamakan ensemble
grand kanonik. Pada ensemble ini jumlah sistem maupun jumlah energi yang
dimiliki satu assembli dapat berbeda dengan yang dimiliki assembli lainnya. Namun
jumlah total assembli dalam ensembel dan jumlah total energi yang dimiliki
ensemble adalah konstan.

Ensembel Mikrokanonik

Jika assembli-assembli penyusun ensembel tidak dapat ditembus sistem
maupun energi dan jumlah energi maupun jumlah sistem dalam tiap assembli semua
sama maka ensemble yang dibetuk dinamakan ensemble mikrokanonik. Karena
semua assembli identik maka untuk mempermudah pembahasan kita cukup
meninjau satu assembli saja dan menentukan konfigurasi penyusunan sistem-sistem
dalam satu assembli seperti yang dipelajari di kuliah Fisika Statistik. Karena
sifatnya yang demikian maka penurunan fungsi keadaan untuk assembli
mikrokanonik umumnya tidak dilakukan melalui konsep ensemble, tetapi cukup
pada level assembli saja. Dengan kata lain, kita umumnya tidak mengenalkan
konsep ensemble untuk membahas assembli mikrokanonik.
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Bab 2
ENSEMBEL KANONIK

Bab ini berisi diskusi tentang ensembel kanonik. Selama ini statistik yang
kita bahas pada kuliah Fisika Statistik hanya dibatasi pada statistik sebuah assembli
yang memiliki syarat batas ketat, yaitu jumlah sistem dan energi konstan. Mulai
sekarang kita akan memperlonggar persyaratan tersebut dengan memperkenalkan
konsep ensembel. Khusus pada bab ini kita akan bahas ensemble kanonik di mana
persyaratan energi assembli yang konstant tidak diterapkan. Kita hanya
mempertahankan persyaratan bahwa jumlah sistem yang dimiliki assembli konstan.

Tujuan bab ini adalah mahasiswa memahami konsep ensembel, khususnya
ensembel yang dibentuk oleh assembli-assembli klasik yang memenuhi statistik
Maxwell-Boltzmann. Pembahasan difokuskan pada ensemble kanonik di mana
energi assembli tidak konstan. Setelah itu mahasiswa diharapkan dapat menerapkan
konsep tersebut untuk menurunkan besaran-besaran termodinamika gas klasik.

Memahami seluruh topik yang dipelajari di kuliah Fisika Statistik sangat
penting untuk memudahkan pemahaman isi bab ini. Mahasiswa dianjurkan
mereview kembali materi kuliah tersebut, khususnya bagaimana menurunkan
distribusi Maxwell-Boltzmann dan bagaimana mendapatkan besaran termodinamika

dari fungsi partisi.

2.1 Probabilitas Kemunculan Assembli

Seperti disebutkan sebelumnya bahwa ensembel kanonik disusun oleh
sejumlah assembli dengan energi yang bermacam-macam. Kita mulai menurunkan
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persamaan-persamaan yang berkaitan dengan ensembel kanonik.

Mari kita tinjau assembli ke-i yang merupakan salah satu elemen dari
ensembel kanonik yang akan kita bahas. Misalkan energi assembli tersebut adalah
Ei. Probabilitas kemunculan assembli dengan energi E; tersebut dapat ditulis

p, oce /T atau p =Ce /" 2.1)

dengan C adalah konstanta normalisasi yang bergantung pada suhu. Karena jumlah
total probabilitas kemunculan semua assembli adalah 1 atau X pi = 1, maka %; C
exp[-Ei/kT] = C % exp[-E/KT] = 1. Hasil ini memberikan bentuk ungkapan untuk C
sebagai berikut

1 1

di mana
Z, = Zi e Ei/KT (2.3)

Dengan menggunakan persamaan (2.1) dan (2.2) kita dapatkan ungkapan lengkap
untuk pi sebagai berikut

—E; /KT

Ze

€ (2.4)

pi =

Perlu dicermati bahwa pada persamaan (2.4) E; adalah energi total semua
partikel dalam sebuah assembli dan p; adalah peluang kemunculan assembli tersebut.
Bentuk serupa juga dijumpai pada partikel dalam assembli di mana probabilitas
munculnya sistem dengan energi g di dalam suatu assembli memenubhi pj oc
exp[-&/KT].
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2.2 Sifat-Sifat Termodinamika

Setelah kita formulasikan probabilitas kemunculan assembli dalam
ensembel kanonik, selanjutnya mari kita bahas besaran-besaran termodimika dalam
konsep ensembel kanonik. Pertama Kita menghitung energi rata-rata yang dimiliki
assembli. Assembli yang berbeda memiliki energi berbeda, walaupun tidak menutup
kemungkinan memiliki energi yang sama. Tetapi ada satu nilai energi rata-rata yang
dimiliki semua assembli. Perata-rataan dilakukan pada semua assembli dalam
ensembel kanonik. Energi rata-rata assembli memenuhi hubungan

E:inpi

:iZE.e’E"kT =iZE.eﬂEi R S
Zc i I Zc i I Zc i 8ﬂ
B4 Z.op ¢

0
-9 2.5
InZ, (2.5)

di mana g = -1/kT. Dari definisi # maka kita dapat menulis T = -1/k 3 sehingga
olop =0T 10p010T =(1/kB*)o/0T =kT?0/0T . Dengan demikian energi
rata-rata assembli pada persamaan (2.5) dapat ditulis menjadi

0
E=kT’—InZ 2.6
orT ¢ (2.6)

Perlu diperhatikan bahwa pada persamaan (2.6), parameter Zc dihitung pada energi

assembli, bukan pada energi sistem.

Contoh 2.1
Sebuah assembli yang disusun oleh N momen magnetik identik berada
dalam medan magnet. Energi interaksi momen dengan medan magnet
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memenuhi persamaan — z; ¢ B. Misalkan momen hanya dapat memiliki
dua arah orientasi yaitu searah dan berlawanan arah medan magnet.
Berapakan energi rata-rata assembli momen tersebut?

Jawab

Tiap momen hanya dapat memiliki salah satu energi interaksi berikut ini:
-1B (searah medan magnet) atau B (berlawanan arah medan magnet).
Perhatikan Gambar 2.1. Misalkan terdapat n momen yang berlawanan
dengan arah medan magnet (energi ngB) dan N-n momen yang searah
dengan medan magnet (energi -(N-n)B). Energi total assembli tersebut
adalah ngB — (N-n)xB = 2nB - NgB. Jumlah cara penyusunan n buah
momen dalam arah berlawanan medan dan N-n buah momen searah

N!

. Dengan demikian, fungsi partisi kanonik dapat
n'(N —n)!

medan adalah

ditulis sebagai

z.=Y N!  sene-ne) —e ey N! (ezms)‘
¢ ni(N —n)! ~ nI(N —n)!

n

|| ||
n N-n

Gambar 2.1 Penyusunan n buah momen berlawanan arah medan
magnet dan N-n momen magnet searah medan magnet.

Kita gunakan kesamaan berikut ini (1+x)" = z N!

mx” sehingga

kita dapat menulis
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Z, =e "8 (1+ g?AuB )N

Energi rata-rata assembli dihitung dengan persamaan (2.4), yaitu

E zsglnzC :aia[_ NAuB + N In(L+e22)]

2[1B ehB

e

% BuB eﬂ,uB _ efﬁ'ﬂB

Gambar 2.2 adalah kurva energi sebagai fungsi kuat medan magnet luar
pada berbagai suhu. Satuan medan magnet maupun satuan suhu yang
digunakan adalah sembarang. Tujuan di sini adalah menampilkan bentuk
kurva saja sehingga pola perubahan energi dapat diketahui. Tampak bahwa
makin besar suhu maka energi magnetik makin kecil.

2.5

Pro=1/2

Pro=1/2

Gambar 2.2 Energi sebagai fungsi kuat medan magnet luar pada
berbagai suhu. Satuan medan magnet maupun satuan suhu yang
digunakan adalah sembarang.
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2.3 Energi Bebas Helmholtz

Energi bebas Helmholtz didefinisikan sebagai F = E — TS. Energi bebas
Helmholtz memiliki peranan yang sangat strategis dalam termodinamika. Semua
sistem termodinamika berada pada keadaan setimbang dan keadaan setimbang
dicirikan oleh energi Helmholtz paling kecil. Tampak dari definisi energi Helmholtz
bahwa nilai terkecil dicapai jika energi yang dimiliki sekecil mungkin dan entropi
sebesar mungkin. Itulah sebabnya, proses termodinamika dapat terjadi secara
spontan menuju ke kondisi dengan energi makin kecil dan entropi makin besar.
Dengan melakukan diferensial pada dua ruas ungkapan energi Helmholzt kita
dapatkan

dF =dE —TdS — SdT @.7)

Mari kita melihat hukum | termodinamika, yang juga merupakan hukum
kekekalan energi,

dE =dQ+dW =dQ - pdV (2.8)

Di sini kita mendefinisikan dW = -pdV. Untuk proses yang berlangsung secara
reversibel maka berlaku dQ = TdS. Jika disubstitusikan ke dalam persamaan (2.8)
maka Kita peroleh

dE =TdS — pdV (2.9)

Selanjutnya kita substitusi persamaan (2.9) ke dalam persamaan (2.7) sehingga
diperoleh bentuk diferensial dari energi bebas sebagai berikut

dF = (TdS — pdV) —TdS —SdT =—pdV —SdT (2.10)

Setiap besaran termodinamika selalu dapat dinyatakan sebagai fungsi
paling sedikit dua besaran termodinamika lainnya. Jika F dinyatakan dalam fungsi
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V dan T maka diferensial dari F memenuhi bentuk umum

dF :(aFj dv +(8Fj dT @.11)
ov )& T ),

Apabila kita bandingkan ruas paling kanan persamaan (2.10) dengan persamaan
(2.11) maka kita simpulkan hubungan berikut ini

oF
_n=| 2 2.12
P (aVl 212

oF
_gq_| 2 2.13
> (aTl @2

Selanjutnya kita substitusi S dari persamaan (2.13) ke dalam ungkapan
energi Helmholtz F = E - TS sehingga kita dapat menulis

F
?) (2.14)

Masukkan ungkapan E dari persamaan (2.6) ke dalam persamaan (2.14) sehingga

didapat

- 2 (E]
oT OoT\ T

Akhirnya kita memperoleh ungkapan sederhana untuk energi bebas Helmholtz

berupa
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F=—kTInZ, (2.19)

Tampak bahwa energi bebas Helmholtz merupakan fungsi langsung dari fungsi
partisi. Karena entropi dapat diturunkan dari energi bebas Helmholtz maka entropi
mestinya dapat diturunkan langsung dari fungsi partisi. Dari persamaan (2.13) dan
(2.15) kita dapat menulis bentuk ungkapan untuk entropi sebagai

- (3)
aT )y

0
=kInZ. +kT —InZ 2.16
o +KT—InZ (2.16)

Catatan: Satu yang luar biasa kita amati dari persamaan (2.6) dan (2.15).
Jika kita mengetahui fungsi Zc maka energi rata-rata assembli dapat
dihitung dengan mudah menggunakan persamaan (2.6) dan energi
Helmholtz assembli dapat dihitung dengan mudah menggunakan
persamaan (2.15). Setelah mengetahui energi bebas Helmholzt (ditentukan
dengan mudah dari fungsi Zc) maka tekanan dan entropi dapat ditentukan
dengan mudah dengan bantuan persamaan (2.12) dan (2.13). Sekali kita
mengetahui Zc maka hampir semua besaran termodinamika dapat
ditentukan dengan operasi matematika yang cukup sederhana. Oleh karena
itulah, ketika berkutat dengan mekanika statistik, langkah pertama yang
dilakukan para peneliti adalah mencari ungkapan untuk fungsi Zc. Boleh
dikatakan bahwa inti dari statistik adalah mencari fungsi Zc. Dengan
perkataan lain fungsi Zc merupakan jembatan penghubung antara dunia
mikroskopik (sifat partikel atomik) dan dunia makroskopik (persamaan
termodinamika). Hal ini dapat diilustrasikan pada Gambar 2.3.
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B Dunia

Mikroskopik » » Makroskopik
(sifat atomik) (termodinamika)

Gambar 2.3. Peranan fungsi Z dalam statistik sebagai jembatan
penghubung sifat makroskopik dengan sifat makroskopik
(termodinamika).

Contoh 2.2

Tentukan energi bebas Helmholtz dan entropi assembli pada Contoh 2.1.
Jawab

Kita sudah menentukan fungsi z. =e “*® (1+ g?/® )N . Dengan
menggunakan persamaan (2.15) kita dapatkan energi bebas Helmholtz

F=—kTInZ; = —kT[— NAuB +N In(l+ ezﬂ"B)]
= —NgB — NKT In(L+e22/T)

Dengan menggunakan persamaan (2.13) maka entropi assembli adalah

5= _ NKInfL+ e o)
ot

2NILIB e72,uB/kT
+
T 1+e—2;tB/kT

2.4 Ungkapan Lain Entropi

Di samping dalam bentuk persamaan (2.16), entropi dapat diungkapkan
dalam persamaan lain. Kita mulai dari ungkapan energi bebas Helmholtz F = E - TS
kita dapat menulis S = (E — F)/T. Kita selanjunya menggunakan definisi awal untuk

energi, yaitu E = %; pi E. Mengingat F adalah besaran tanpa indeks dan mengingat
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kesamaan X pi = 1 maka kita dapat menulis F = FZ; pi = Zi Fp;. Substitusi ungkapan
E dan F ke dalam persamaan entropi maka kita dapat menulis sebagai berikut

ZpiEi_ZpiF Zpi(Ei_F) (E

S = Zpl i_F)

(2.17)
T T i T

Persamaan (2.15) dapat ditulis sebagai z_. =e "'*". Substitusi hubungan

ini ke dalam persamaan (2.4) maka

—E, /KT

e _ A(F=E kT

Dengan mengambil logaritma dua sisi persamaan (2.18) kita peroleh

E -F
P, T (2.19)

Substitusi persamaan (2.19) ke dalam persamaan (2.17) diperoleh ungkapan lain
untuk entropi, yaitu

S :Z pi(_k In pi)

=—kY pnp (2.20)

2.5 Fungsi Partisi Kanonik Klasik

Kita akan berangkat dari asumsi bahwa energi yang dimiliki sistem-sistem
dalam assembli dianggap terdiri atas tingkat-tingkat energi. Tingkat-tingkat energi
tersebut berada dalam rentangan dari nol sampai tak berhingga. Gambar 2.4 adalah
ilustrasi tingkat-tingkat energi yang dimiliki assembli. Untuk sistem klasik, seperti
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atom gas, perbedaan energi dua tingkat berdekatan mendekati nol, atau &1 - & — 0.
Perbedaan energi yang mendekati nol memiliki makna bahwa tingkat energi sistem
klasik bersifat kontinu. Sistem menempati salah satu dari tingkat energi di atas.
Dalam sistem klasik tidak ada batasan jumlah sistem yang dapat menempati satu
keadaan energi. Satu keadaan energi dapat saja kosong, atau ditempati oleh satu
sistem, oleh dua sistem, dan seterusnya. Bahkan semua sistem berada pada satu
keadaan energi pun tidak dilarang.

Ey
En.i
€y.2

Er+1
&,

Gambar 2.4. Tingkat-tingkat energi yang dimiliki assembli.
Sistem-sistem dalam assembli dapat memiliki energi dalam
rentang dari nol hingga tak berhingga. Untuk memudahkan
pembahasan, rentang energi tersebut dibagi atas tingkat-ringkat
energi diskrit dengan jarak yang sangat kecil (mendekati nol).
Satu nilai energi boleh dimiliki oleh sejumlah sistem. Ini berarti
satu tingkat energi atau satu keadaan dapat ditempati oleh berapa
sistem pun.

-67 -



Agar sifat fisis dari assembli dapat ditentukan maka kita harus mengetahui

bagaimana penyusunan sistem pada tingkat-tingkat energi yang ada serta

probabilitas kemunculan masing-masing cara penyusunan tersebut. Pemahaman ini

sangat diperlukan karena nilai terukur dari besaran yang dimiliki assembli sama

dengan perata-rataan besaran tersebut terhadap semua kemungkinan penyusunan

sistem pada tingkat-tingkat energi yang ada.

Cara menghitung berbagai kemungkinan penyusunan sistem serta

probabilitas kemunculannya menjadi mudah bila tingkat-tingkat energi yang

dimiliki assembli dibagi atas beberapa kelompok, seperti diilustrasikan pada

Gambar 2.5. Di sini kita membagi tingkat energi tersebut atas M kelompok. Tiap

kelompok memiliki jangkauan energi yang cukup kecil sebagai berikut.

kelompok pertama memiliki jangkauan energi : ¢ sampai dg;
kelompok kedua memiliki jangkauan energi : de sampai 2de;
kelompok ketiga memiliki jangkauan energi : 2de sampai 3d¢;

kelompok ke-s memiliki jangkauan energi : (s-1)de sampai sdg;

kelompok ke-M memiliki jangkauan energi : (M-1)de sampai Mde.

Satu kelompok energi mengandung sejumlah keadaan energi. Jumlah keadaan

energi pada kelompok yang berbeda bisa sama dan bisa berbeda. Misalkan jumlah

keadaan energi pada tiap-tiap kelompok tersebut sebagai berikut:

jumlah keadaan pada kelompok pertama : gi;
jumlah keadaan pada kelompok kedua : gz;
jumlah keadaan pada kelompok ketiga : gs;

jumlah keadaan pada kelompok ke-s : gs;

jumlah keadaan pada kelompok ke-M : gm.
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Energi E), Kelompok-M

Energi £, Kelompok-2

Energi £, } Kelompok-s

Energi F; } Kelompok-1

Gambar 2.5. Kelompok-kelompok energi dalam assembli. Satu
garis mewakili satu tingkat energi dalam assembli.
Tingkat-tingkat energi (garis-garis) dikelompokkan lagi. Satu
kelompok mengandung sejumlah tingkat energi di mana
jumlahnya bisa berbeda antara satu kelompok dengan keompok
lainnya. Namun, nilai-nilai energi dalam satu kelompok diwakili
oleh satu nilai energi saja (energi rata-rata). Mewakilkan pada
satu nilai energi ini dapat dilakukan karena selisih nilai
tingkat-tingkat energi dalam satu kelompok sangat kecil
(mendekati nol).

Energi keadaan yang berbeda dalam satu kelompok umumnya berbeda.
Tetapi karena perbedaan energi keadaan yang berbeda dalam satu kelompok sangat
kecil (mendekati nol) maka kita dapat mengasumsi bahwa energi dalam satu
kelompok diwakili oleh satu nilai energi saja. Energi tersebut dianggap sebagai
energi rata-rata keadaan dalam kelompok yang bersangkutan. Dengan demikian kita
dapat menulis,

e energi rata-rata kelompok pertama : Ei;
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e energi rata-rata kelompok kedua : Ez;
e energi rata-rata kelompok ketiga : Es;

e energi rata-rata kelompok ke-s : Es;
e energi rata-rata kelompok ke-M : Em.

Misalkan pada konfigurasi tertentu tiap-tiap kelompok energi telah
ditempati oleh sistem-sistem dengan distribusi jumlah sebagai berikut:
« jumlah sistem pada kelompok energi pertama : ny;
e jumlah sistem pada kelompok energi kedua : ny;
e Jumlah sistem pada kelompok energi ketiga : ns;

e jumlah sistem pada kelompok energi ke-s : ns;
e jumlah sistem pada kelompok energi ke-M : nw.
Sekarang kita menghitung fungsi partisi assembli tersebut. Untuk maksud
tersebut kita tinjau sebuah assembli, sebut saja assembli ke-i, yang merupakan
komponen dari ensembel kanonik. Sistem-sistem penyusun assembli bersifat

terbedakan (partikel klasik). Jumlah sistem dan energi yang dimiliki assembli
tersebut memenuhi

E; = Z Nis€is (2.22)
Untuk ensembel kanonik, N sama untuk semua assembli tetapi E; dapat

berbeda untuk assembli yang berbeda. Jumlah cara penyusunan sistem-sistem dalam
assembli yang memiliki energi total E; adalah



W, = N!]‘[@Lf| (2.23)
S nis'

Setelah mengetahui Wi dan E; maka kita mendapatkan ungkapan untuk fungsi partisi
kanonik sebagai

Z. = Zwie*Ei kT (2.24)

di mana indeks i adalah indeks untuk assembli (bergerak pada semua assembli
dalam ensembel). Satu assembli dalam ensembel mewakili satu konfigurasi yang
mungkin terjadi. Jadi jumlah assembli dalam ensembel sama dengan jumlah
konfigurasi yang dapat terjadi.

Perlu diingat kembali bahwa ensembel itu tidak ada secara fisik. Yang ada
hanyalah satu assembli. Tetapi satu asembli tersebut dapat memiliki
sejumlah konfigurasi yang berbeda-benda dan memiliki energi yang
berbeda-beda. Nah, semua kemungkinan konfigurasi dan energi yang
dimiliki assembli dikumpulkan, dan kumpulan itulah yang disebut
ensembel. Jadi, ensembel adalah kumpulan virtual dari assembli. Satu
assembli dalam ensembel mewakili konfigurasi yang mungkin dimiliki
oleh sebuah assembli.

Penjumlahan terhadap semua konfigurasi yang mungkin ekivalen dengan
penjumlahan pada semua kombinasi ni yang mungkin yang kita nyatakan dengan
symbol { n;is}. Jadi kita dapat menulis ulang persamaan (2.24) menjadi

—Eqm o TkT

ZC = {Z}W{nis }e i)

:z{N!HL} exp _Zn_g (2.25)
KT

nIS
is
]
Nis | s nis :



Sebelum meneruskan penurunan fungsi partisi mari kita lakukan
penyederhanaan berikut ini

exp| — -+
P kT KT
n.& n.,eg. n..&:
=ex _ 1%l exp| — i2%i2 exp| — i3¢i3
p{ kT } p[ kT } p{ kT }

= [exp(—&,, /KT) " [exp(—¢,, /KT)]™ ..

Z nir‘gir
_ exp{— Ny + Nip&iy + Nig&ig + }

Sir "
o 5]

Substitusi persamaan (2.26) ke dalam persamaan (2.25) maka diperoleh

g

{nis}

—&is [ KT i
_ N;z{nﬁgiseTL} 2.27)
st | s is*

Pada penurunan persamaan di atas kita sudah menggunakan kesamaan ITsXs ITsys =

TTsXsYs.
Untuk menyelesaikan persamaan (2.27), mari Kita tinjau perhitungan
berikut ini.
N _ N! N0 N! N-1,,1
(X, +x,)" = N!O!Xl X, + N —1)[I_|X1 Xy + ...



N! 3-n

- n
O
N! _
=S (2.28)
- In!
N _ N! Ny N2 N3
(Xl + X2 + X3) - n1+nzz+r:]3:N nllnz!ns!xl X2 XZ
_ NS X X (2.29)
! ntngt

Berdasarkan persamaan (2.28) dan (2.29) maka kita dapat menuliskan
bentuk yang lebih umum untuk sembarang jumlah suku, yaitu

n

N an XnZ Xn3 XS
(szj ) e SR S
S

! nt!nt o nd

:““gﬂj(%%j (2.30)

—&is [ KT

Apabila dalam persamaan (2.30) kita ganti xs dengan g;€ maka

diperoleh

—&s /KT )nls

(Soew] -nzpplee ) e
s {ne} s

n;!

Ruas kanan persamaan (2.13) persis sama dengan ruang kanan persamaan (2.27).
Dengan demikian, ruas kiri juga mesti sama. Oleh karena itu kita simpulkan bahwa

N
Zc = {Z giseigis /ij

=z (2.32)



Apa yang menarik dari persamaan (2.32)? Pada persamaan (2.32), Z
adalah fungsi partisi satu sistem. Dari persamaan tersebut tampak bahwa fungsi
partisi assembli kanonik sama dengan fungsi partisi satu sistem dipangkatkan
dengan jumlah sistem dalam assembli tersebut. Jadi, walaupun pada assembli
tersebut energi bisa keluar masuk, namun perhitungan fungsi partisi tidak sulit. Kita
cukup menghitung tingkat-tingkat energi sistem lalu menghitung fungsi partisi satu
sistem. Dari situ dapat dihitung fungsi partisi assembli secara mudah.

Contoh 2.3

Asembli osilator harmonik dengan N buah sistem memiliki
dinding yang dapat dilewati energi. Contoh assembli ini adalah kristal
yang disimpan di udara terbuka. Atom-atom tidak dapat meninggalkan
kristal, sedangkan energi (kalor) dapat keluar masuk dari/ke dalam kristal.
Jadi assembli yang kita miliki bersifat kanonik. Kita akan mementukan
fungsi partisi assembli.

Langkah pertama adalah mencari fungsi partisi satu sistem.
Untuk maksud tersebut kita perlu mengetahui tingkat-tingkat energi sistem
di dalam assembli. Energi osilator harmonik terkuantisasi menurut
persamaan &, = (s +1/2)hw. Dengan demikian, fungsi partisi satu sistem

adalah

7= ie—ss /KT — ie—(erl/Z)hm/kT
n=0

n=0

—hwl2kT
1 e ol

0
— e—hm/Zsze—shw/kT — e—ha)IZkT %

TholkT “halkT
pard 1-e™ 1-e™

Fungsi partisi kanonik menjadi
o hel 2T N
ZC = Z " = (1_ e—ha)/kT

Contoh 2.4
Selesaikan kembali Contoh 2.1 dengan menggunakan fungsi partisi



kanonik pada persamaan (2.32)
Jawab
Untuk momen magnetik dengan dua arah orientasi, energi yang mungkin

dimiliki momen adalah -zB dan B. Dengan demikian, fungsi partisi satu
sistem adalah

7 — o BIKT | o MBIKT _ o—fuB | ofuB

Fungsi partikel kanonik menjadi
Z.=2"= (e’ﬁ”B + /B )N

Energi rata-rata assembli

_ —puB BuB
E:ilnzc:Niln(e*ﬂ/lB_'_eﬁ,uB):N IUB? i +,U§e
aﬂ aﬁ e B + eﬂy

eﬂ/’B _ e’ﬂ/’B
= NlLIB W = NﬂBtanh(ﬂ,UB)

Hasil ini persis sama dengan yang diperoleh di Contoh 2.1.

2.6 Fungsi Partisi Kanonik Assembli Semiklasik

Yang sudah kita bahas pada bagian sebelumnya adalah fungsi partisi
sistem klasik. Assembli ini memiliki ciri utama bahwa sistem-sistem penyusunnya
dapat dibedakan. Pertukaran sistem dari dua keadaan yang berbeda menghasilkan
konfigurasi baru. Tetapi menjadi pertanyaan jika sistem adalah atom-atom yang
ukurannya sangat kecil. Apakah mungkin pertukaran dua atom hidrogen dari dua
tempat berbeda dapat dibedakan? Seberapa sanggupkah kita membedakan dua atom
hidrogen? Oleh karena itu, para ahli memperbaiki sifat yang dimiliki sistem dalam
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assembli tersebut dengan mengenalkan konsep assembli semiklasik. Sistem-sistem
tetap memenuhi sifat klasik, namun pertukaran sistem dari dua keadaan berbeda
tidak menghasilkan konfigurasi baru. Jumlah pertukaran total N buah sistem adalah
N!. Dengan demikian, jumlah konfigurasi pada assembli klasik dapat diperoleh dari
jumlah konfigurasi pada assembli klasik dibagi dengan N!. Jadi untuk assembli
semiklasik jumlah cara penyusunan sistem-sistem adalah

W, =Hgi—2is

S nis!

Dengan melakukan langkah yang sama maka kita sampai pada kesimpulan bentuk
fungsi partisi kanonik assembli semiklasik adalah

N
A % (2.33)
Contoh 2.5

Sebuah sumur potensial persegi memiliki lebar L. Dasar sumur memiliki
energi potensial nol dan dua dinding sumur memiliki energi potensial tak
berhingga (Gambar 2.6). N buah sistem berada dalam sumur. Tentukan
fungsi partisi kanonik assembli partikel tersebut.

Jawab
Gambar sumur potensial sebagai berikut



> i
> i

Gambar 2.6 Sketsa sumur potensial pada Contoh 2.5.

Kita mulai dengan menghitung tingkat-tingkat energi sistem dalam sumur.
Kita berangkat dari persamaan Schrodinger. Untuk lokasi di dalam sumur,
persamaan Schrodinger adalah

_ndy
2m dx?

gy

Persamaan di atas dapat ditulis ulang dalam bentuk

2

dy
dx?

+o’y =0

dengan o’ =2me/#*. Solusi umum fungsi gelombang adalah
w(x) = Acoswx + Bsin wx . Selanjutnya kita masukkan syarat batas bahwa

pada x = 0 nilai fungsi gelombang nol, atau 0= Acos0+ BsinO0.

Kesamaan ini mengharuskan A = 0. Dengan demikian, fungsi yang
dipenuhi menjadi w(x) = Bsin wx . Kemudian kita masukkan syarat batas

kedua bahwa paba x = L fungsi gelombang juga nol, atau 0=Bsinwl .
Kesamaan ini dipenuhi oleh L =nz . Dengan menggunakan definisi
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sebelumnya maka kita dapatkan L+2me/#? =nz atau

g, =n’z’h*12mL*. Fungsi partisi satu partikel adalah
7= ze—sn/kT _ Ze—ynz

2h?
2mL2kT

dengan y =

Penjumlahan pada fungsi partisi di atas sama dengan luas semua
persegi panjang pada Gambar 2.7. Penjumlahan luas tersebut sulit
dihitung langsung. Namun kita aprokasimasi luas tersebut dengan luas

daerah di bawah kurva e " .

1 2 3 45 X

Gambar 2.7 Fungsi partisi sama dengan luas semua persegi
panjang. Karena perhitungan luas semua persegi panjang
tersebut sulit dilakukan maka luas tersebut dapat didekati dengan
luas daerah di bawah kurva yang dapat dicari dengan proses
integral sederhana.

Jadi pendekatan untuk fungsi partisi satu sistem adalah,
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Z zJ‘e’yxdezIe’”zdx—e’V :E J'e”“zdx—e’y :1 T e
1 0 2—00 2 7

Karena sistem ini jelas tidak dapat dibedakan maka kita dapatkan fungsi

partisi kanonik menjadi

7z 1(1 "
P o
NN 2V

2.6 Formulasi Kgnonik Gas Tidak Ideal

Hingga saat ini gas yang kita bahas adalah gas ideal. Kita tidak pernah
memasukkan interaksi antar partikel gas. Memang persamaan yang dihasilkan dapat
menjelaskan banyak pengamatan tentang sifat-sifat gas seperti hukum Boyle,
Gay-Lussac dan persamaan gas ideal secara umum. Namun, karena tidak adanya
interaksi antar molekul/atom gas maka gas ideal tidak pernah bisa berubah wujud
menjadi cair. Pencairan gas hanya bisa terjadi kalau ada gaya tarik antar molekul
gas. Saat mendekati suhu pencairan, energi yang dihasilkan oleh gaya interaksi
tersebut lebih besar daripada energi termal (Gambar 2.8). Jika kita ingin membahas
fenomena pencairan gas maka kita harus keluar dari batasan gas ideal dan mulai
memperkenalkan konsep interaksi antar molekul/atom gas.

Dengan menggunakan konsep ensembel kanonik, Kita diperbolehkan
untuk memperkenalkan interaksi antar partikel gas dalam assembli. Misalkan energi
yang dimiliki partikel gas hanya energi kinetik maka fungsi partisi hanya
mengandung energi tersebut. Namun jika ada interaksi antar partikel gas maka
fungsi partisi dibangun dari energi total assembli berikut ini

1
E=om (Pt P+ P+ 2.2 Uy (2.34)
j

i 2>]



(D sigmimeloizss (11
" {0 ‘g “Q
rt,

. (Q 'ro (r 7 Fasa gas
L "r-”r’o Q @

e o r,fqi; (Q 11y 1g &

Q0 o % S
X 0 Q" QP90 .
22 0930032093333998
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Gambar 2.8. Antar atom/molekul gas selalu terdapat gaya tarik
menarik meskipun sangat kecil. Gaya tarik tersebut menjadi
dominan ketika suhu cukup rendah. Gaya tersebut dapat
menyatukan atom/molekul gas dalam fase baru, yaitu fase cair.
Tanpa adanya interaksi antara atom/molekul gas maka tidak akan
terjadi proses pencairan gas. Untuk membahas mekanisme ini
maka kita tidak dapat menggunakan teori gas ideal (gambar
adalah hasil modifikasi dari: employees.csbsju.edu).

Suku pertama pada persamaan (2.34) adalah jumlah energi Kinetik semua

partikel gas dan suku kedua adalah jumlah interaksi total partikel-partikel gas.

Penjumlahan suku kedua dilakukan pada semua pasangan molekul gas. Pada

penjumlahan Ujp, Kita mensyaratkan A > j untuk menghindari perhitungan ganda.
Contohnya adalah U1g = Ugs. Suku tersebut hanya boleh dihitung satu kali dan

diwakilkan kepada Uig saja (j = 1 dan A = 9). Suku dengan 4 = j juga tidak
disertakan karena tidak ada interaksi antara sistem dengan dirinya sendiri.

Kita akan menghitung fungsi partisi dengan metode integral. Untuk

maksud tersebut kita harus menggunakan karapatan keadaan untuk mengganti tanda

- 80 -



penjumlahan menjadi tanda integral. Untuk sistem semiklasik, kerapatan keadaan

adalah dlew/h®™  dengan dr,, =], dxdy,dzdp,dp,dp, . Dengan demikian fungsi
partisi dapat ditulis menjadi

z pXJ + py] + ij ZZU

IeXp KT _— deidyidzidpxidpyidpzi (2.35)

Ze= N'h3N

Mari kita fokuskan pada bagian integral persamaan (2.35) yaitu

z p + pyj + pz] ZZU

[exp - o [ Tdxdy,dzdp,dp,dp,

Integral terhadap momentum dan terhadap posisi dapat dipisahkan karena
masing-masing merupakan variabel bebas. Momentum tidak bergantung pada posisi,
dan sebaliknya. Dengan pemisahan tersebut kita dapatkan bentuk berikut ini

Z P+ Py + P 22V,

jexp - ST Hdpxidpyidpzijexp —‘ id de dy,dz,
_ _ _ .
- IN jexp 2mkT €Xp 2mkT EXp| — 2 KT Hde|dpy|de|

di mana kita telah mendefinisikan
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Y5

. =jexp L de dy,dz, (2.37)

Persamaan (2.36) dapat ditulis secara lebih sederhana dalam bentuk
perkalian berikut ini

2 2

Py; P
I J.Hexp{ o kT:IH xp{—m}ﬂexp{ o kT:Il_[dpx,dpy,dpZI (2.38)

Dengan menggunakan kesamaan berikut ini TTsxs TTsys = TTsXsys maka kita dapat
menulis persamaan (2.38) menjadi

P P P
M]T[exp[— 2mIiT }dpxj j Hexp{— ZmﬁT :Idpyj I HEXP{ j } D,
_ |NHU‘e—pfj/2kadpxj)l—[([e—pij/kapoyj)I—I(J‘e—pfjlzmdpzj) (2.39)
i i i

Selanjutnya kita menggunakan integral yang sudah umum (sering juga kita

gunakan) yaitu f exp(—Ax2)dx = vz / 1 . Dengan sifat ini maka kita dapatkan

e_pfj/zkadpxj ZJ'e-p§j/2ndepyj :J‘e—pf,-/kapozj — J2mKT (2.40)

Tampak bahwa hasil integral pada persamaan (2.40) tidak bergantung pada
indeks. Indeks berapa pun akan menghasilkan nilai integral yang sama. Karena ada

N buah perkalian dalam tanda IT; maka persamaan (2.39) memberikan hasil sebagai
berikut
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J

1 T T(W2mkT )T (vV22mkT [T (V2mkT )

1, (V2zmkT )} (V2zmkT )} (vV2zmicT )"

= (22mkT N1 (2.41)

Substitusi persamaan (2.41) ke dalam persamaan (2.35) didapatkan ungkapan untuk
fungsi partisi kanonik menjadi

1

ST

(22mkT P21, (2.42)

Selanjutya kita mencari In yang didefinisikan pada persamaan (2.37). Mari
kita lakukan prosedur berikut ini. Karena e* =1+ x+ x*/2+x*/3l+... maka kita
dapat menulis e* =1+ g(x) dengan g(x)=x+ x*/24+x*/34... Dengan cara
yang sama kita dapat menulis

e =14 1(r,) (2.43)

di mana
U, 1(U,Y 1(u,Y
P T A (e 2 I e 70 I 2.44
(t;.) kT+2(kT] 3!(kT]+ (2.44)

Dengan penulisan tersebut maka kita memperoleh hubungan berikut ini

721“‘2;% /KT
g

:HHe—UM/kT

=TIITk+ f )] (2.45)

iA>i

Jika terpenuhi kondisi |f (r;,)| <<1 maka kita dapat melakukan
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aproksimasi

TTITE+ o]~ 33 fr) (2.46)

j A>] j A>]

Aproksimasi tersebut memiliki makna bahwa besar energi interaksi antar molekul,
Uy, jauh lebih kecil daripada energi termal molekul, kT. Kondisi ini umumnya
dipenuhi oleh gas pada suhu yang tidak terlalu rendah atau gas pada kerapatan
rendah. Dengan melakukan substitusi persamaan (2.45) dan (2.46) ke dalam
persaman (2.37) kita dapatkan bentuk aproksimasi untuk Iy sebagai berikut

I, zHu ZZf(rM)}deidyidzi

i A>]

= ﬂ__[dxidyidzi +IZZ f (rj;v)r[dxidyidzi

j A>]

= [T/ dxdyidz, + >3 [ £ (r, )] Texdyidz (2.47)
i i > i

Integral Jdxidyidz; adalah volum. Namun, karena di sini kita sudah
memperhatikan gaya tarik antar partikel gas maka secara implisit jarak antar
partikel gas dianggap cukup dekat. Dengan jarak yang cukup dekat maka volum
total partikel gas tidak dapat diabaikan terhadap volum assembli. Volum ruang
kosong pada assembli tidak lagi V tetapi V’ =V — Nv, dengan v, adalah volum satu
partikel gas. Integral volum yang dilakukan pada pembahasan terdahulu telah
dilakukan pada ruang kosong (karena menganggap volume total partikel gas nol).
Jika langkah integral yang sama diterapkan di sini mana nilai Jdxidyidz; bukan lagi V
tetapi V’=V — Nvo. Kemudian, mengingat IT; mengandung N buah suku perkalian
maka persaman (2.47) memberikan hasil
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=V 3 f (r, )] Tdxdyidz, (2.48)

iA>j

Langkah selanjutnya adalah menyelesaikan sisa integral pada persamaan
(2.49). Jarak antar partikel j dan A memenuhi

r, = \/(X;. -%,) +(y, —y;)* +(z, —z;)* - Dengan demikian, f(rj.) hanya

mengandung enam variable, yaitu X, Y1, Zx, X;, ¥;, dan z;. Oleh karena itu, dalam
perkalian elemen diferensial TTidxidyidz; (memuat 3N elemen diferensial), hanya
enam elemen diferensial saja yang bekerja pada f(r.) sedangkan sebanyak 3N-6

buah elemen lainnya tidak bekerja pada f(rj). Dengan sifat demikian kita dapat
menulis

Ly =V > [TTdxdy,dz [ £ (r;,)dx,dy,dz,dx,dy, dz,

jor>j 0 i#j
izl

Perhatikan bagian integral J’H dx,dy,dz, Yang menghasilkan volume
i)
i1

pangkat sekian. Tetapi hasil yang diperoleh bukan VN karena dx;dy;dz;dx;dy,dz;
tidak termasuk dalam integral tersebut. Kalau dx;dy;jdzjdx,dy;dz; diintegral maka

hasilnya V2. Dengan demikian, integral JHdXidyidZi saja menghasilnan V>N,
[E3]

i1

Akhirnya kita dapat menulis Iy sebagai

Ly =V > VN2 [ £ (r, )dxdy, dz dx, dy dz,
i A
=V NS [ (ry, )dxdy dz dx, dy, dz, (2.49)

i A

Perlu diingat bahwa setelah kita melakukan integral maka

[f(rp)dx;dy;dz;dx,dy,dz; tidak lagi mengandung indeks j maupun A karena variabel
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tersebut habis diintegral. Integral tersebut menghasilkan angka yang tidak lagi
bergantung pada variabel maupun indeks. Akibatnya, penjumlahan pada ruas kanan
menjadi penjumlahan dari angka-angka yang nilainya sama, di mana nilai
masing-masing suku tersebut adalah [f(ry)dxdy;dz;dx.dy,dz;.Hasil dari penjumlahan
tersebut sama dengan nilai suku dikali dengan banyaknya suku penjumlahan.
Banyaknya suku pada dobel penjumlahan adalah N(N-1)/2. Dengan demikian kita
dapat menulis

Iy =V‘N+V'N‘2wj' f (r,,)dx;dy,dz,dx,dy,dz, (2.50)

Untuk menyelesaikan integral dalam persamaan (2.50), kita perkenalkan
variabel relatif r = rp. Dengan memperkenalkan variabel relatif ini maka kita dapat
melakukan transformasi berikut ini

[ (r,,)dxdy,dz,dx,dy,dz, = [ f(r)d°F dx,dy,dz,

= [dx,dy,dz, [ £ (r)d°F =V'[ f(r)d°F

=aV' (2.51)

di mana d°F adalah elemen volum dalam ruang relatif dan a =I f(r)d°r .

Akhirnya kita dapatkan

IN :V|N+VIN—2 N(’\;_l) aV|

viN- (2.52)

Misalkan energi interaksi antar partikel sangat kecil sehingga berlaku
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U, /KT| <<1. Dengan asumsi ini maka kit dapat menulis

g Un/iT zk% (2.53)

Jika kita bandingkan persamaan (2.43) dan aproksimasi (2.53) maka kita dapat
simpulkan bahwa

f(r,)=-U,, /KT (2.54)

Dengan bentuk ini maka parameter a menjadi

a:j{_&}daf __Jumdr e (2.55)
KT KT KT

Selanjutnya Kita substitusi persamaan (2.55) ke dalam persaman (2.52) dan
diperoleh

CN(N-Da

oV (2.56)

Iy =V

Akhirnya fungsi partisi kanonik menjadi

1 anvz(y . N(N=Da',

Dengan menggunakan persamaan (2.42) maka energi bebas Helmholtz
dapat ditulis

F=—kTInZ,

=—kT{In(2ﬂILnﬂ+lnlN} (2.58)

!hSN
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Dari energi bebas Helmholtz ini kita akan turunkan sejumlah persamaan

termodinamika untuk gas tidak ideal tersebut.
Contoh 2.6

Kita ingin menghitung parameter a untuk potensial seperti pada Gambar
2.9. Potensial pada gambar tersebut memenui persamaan berikut ini

(2.59)

> 8

A\

Gambar 2.9 Contoh potensial interaksi antar atom/molekul gas.
Pada jarak yang jauh energi interaksi makin kecil dengan
bertambahnya jarak. Pada jarak ro energi interaksi menjadi tak
berhingga. Ini berarti partikel tidak mungkin lebih dekat lagi dari
jarak ro. Jarak ro adalah jarak antara dua partikel saat
bersentukan (jika dianggap partikel berbentuk bola). Ini berarti
jarak ro merupakan diameter partikel.

Sebelum mulai menerapkan energi potensial guna menghitung parameter a,
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mari kita balik ke persamaan (2.37)

Y5

\ =jexp L de dy,dz,

Karena pada daerah 0 < r <o potensial memiliki nilai tak berhingga
sedangkan pada daerah lain nilai potensial berhingga maka kita dapat
memisalkan integral di atas ada dua bagian sebagai berikut

2.2V,
- j jexp —‘ L) dedy,dz
0<r<ry
2V
+ j jexp s b‘ dedy,dz

r>r

Suku pada integral pertama pertama nol sehingga hasil integralnya nol.
Dengan demikian

2Y5

= I Iexp s b’ dedy,dz

r>r

Jadi kita hanya melakukan integral pada daerah yang lebih besar dari ro.
Setelah menolkan integral pada daerah r < ro maka nilai
paremeter a menjadi

7 f(F)d’F = 0 f(r)(4ar®)dr = 472'00 e VO _1)’dr  (2.60)
J J I )

Dengan memasukkan persamaan (2.59) ke dalam persamaan (2.60) maka
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kita dapat menulis

a= 4”J'(eu0(r0/r)M/kT —1)'2dr

fo

Selanjutnya kita misalkan u,(r,/r)™ /KT <<1. Dengan

aproksimasi ini maka

m
@l (/1) /KT _1zuio I
KT \r

Dengan demikian, nilai aproksimasi untuk parameter a menjadi

0 m m o
a~x 471'JAU70 & rzdr =4 uOI’O J-rf(m72)dr
; KT\r kT ;

ﬂuorom ~ 1 |- 4ﬁuorom mliS: 4} Uy
KT (m=3)r" . KT 1, m—3KkT

2.7 Persamaan Keadaan Gas Tidak Ideal

Untuk gas ideal kita sudah memiliki persamaan keadaan yang sederhana,
yaitu PV = NKT. Sekarang kita ingin mencari persamaan keadaan untuk gas yang
tidak ideal yang dibahas di atas. Kita mulai dengan menentukan tekanan gas dengan
memasukkan F pada persamaan (2.58) ke dalam persamaan (2.12). Dari ungkapan
energi bebas pada persamaan (2.58) hanya Iy yang mengandung besaran volum.
Oleh karena itu kita dapat menulis

p:_[a_Fj :kT(im.N) :le(a'Nj
v ). oV : e
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e[ NV NN -2V e 2kT
VNEN(N =DV N L' 2kT

_ NKT ( 1+ (N —1)%a'/2kTV" J

V' 1+ N(N —Da'/2kTV"
2 At 1 -1
\A 2kTV! 2KTV'

Kemudian menggunakan pendekatan binomal (1 + x)™" ~ 1 — nx, dengan

asumsi |x| << 1. Kita lakukan aproksimasi binomial pada suku kurung terakhir

persamaan (2.61) dan diperoleh

o= NKT (“ (N —1)2a'](1_ N(N —1)a‘j

V' 2KTV' 2KTV'
NKT( (N ~1)%a"  N(N-Da’
VE 2kTV' 2kTV"
JNKT (L (N-Da')_ NKT  N(N -Da (2.62)
V' 2KTV' V' V2

Karena N >>1 maka N-1 = N sehingga persamaan (2.62) dapat diaproksimasi

menjadi
N”a' NKT .
v
atau
2 L}
(p + %JV': NKT ;
atau
NZa'
+—— = [V =Nv,)~ NKT (2.63)
(p 2(V—NVO)2J(V 0)

Dengan menganggap bahwa Nvo masih cukup kecil dibandingkan dengan
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V maka kita dapat mengabaikan Nv, terhadap V pada penyebut persamaan (2.63).
Sedangkan pada pembilang, Nv; kita pertahankan karena walaupun nilainya lebih
kecil dari Nvg tetapi tetap memberi perubahan nilai yang signifikan pada persamaan.
Dengan demikian persamaan (2.63) dapat ditulis menjadi

2 L}

(p+—NVa2/2j(\/ — Nv,) = NKT (2.64)
Jumlah partikel sebanding dengan jumlah mol gas, n, atau N oc n. Dengan

demikian kita dapat menulis N?a'/2=n’a dan Nv, = nb . Akhirnya kita

mendapatkan persamaan akhir sebagai berikut

(p+r\]/2—§j(\/ —nb)=nRT (2.65)

Persamaan (2.65) tidak lain merupakan persamaan van der Waals. Nilai @ dan b
sudah ditabelkan untuk sejumlah gas. Tabel 2.1 adalah nilai parameter van der
Walls untuk sejumlah gas.

Tabel 2.1 Parameter van der Walls untuk sejumlah gas (dari berbagai

sumber)
Gas a (L atm/mol?) b (L/mol)

Air 5.536 0.03049
Asam asetat 17.71 0.1065
Aseton 16.02 0.1124
Asetonitril 17.81 0.1168
Asetilen 4.516 0.0522
Amonia 4.170 0.0371
Argon 1.355 0.03201
Benzen 18.24 0.1154
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Butan 14.66 0.1226
Karbon dioksida 3.640 0.04267
Karbon monoksida 1.505 0.03985
Klor 6.579 0.05622
Klorobenzen 25.77 0.1453
Etana 5.562 0.0638
Etanol 12.18 0.08407
Freon 10.78 0,0998
Helium 0.0346 0.0238
Hexan 24.71 0.1735
Hidrogen 0.2476 0.02661
Kripton 2.349 0,03978
Metan 2.283 0.04278
Metanol 9.649 0.06702
Neon 0.2135 0.01709
Nitrogen 1.370 0.0387
Oksigen 1.382 0.03186
Propan 8.779 0.08445
Xenon 4.250 0.05105

Jika kita mendefinisikan v = V/N dengan v adalah volum per mol gas maka
persamaan van der Waals dapat ditulis sebagai

(p +V§2j(v_5) —RT (2.66)

Gambar 2.10 adalah kurva tekanan sebagai fungsi volum pada berbagai
suhu untuk gas amonia. Parameter dalam persamaan van der Walls ada di Tabel 2.1.
Kita gambar tiga kurva pada suhu T1 = 75 K, T, = 100 K, dan T; = 150 K. Tampak
bahwa pada suhu yang tinggi kurva mendekati kurva gas ideal, yaitu P oc 1/V.
Penyimpangan terhadap kurva gas ideal terjadi pada suhu rendah di mana energi
interaksi antar molekul tidak dapat diabaikan terhadap energi Kinetik molekul gas.
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Gambar 2. 10 Tekanan sebagai fungsi volum pada berbagai
suhu untuk gas amonia. Parameter dalam persamaan van der
Walls ada di Tabel 2.1. Tiga kurva memiliki suhu masing-masing
T, =75K, T, =100 K, dan T3 = 150 K

2.8 Fluktuasi Energi Assembli

Seperti sudah kita bahas sebelumnya, karena ensembel kanonik
memungkinkan aliran energi keluar atau masuk dari/ke dalam assembli, maka dapat
terjadi fluktuasi energi yang dimiliki oleh assembli tersebut. Pertanyaan selanjutnya
adalah berapa besar fluktuasi energi assembli tersebut? Apa yang menentukan
fluktuasi energi tersebut. Mari Kita coba bahas.

Misalkan E adalah energi rata-rata yang dimiliki assembli tersebut.
Misalkan suatu saat assembli tersebut memiliki energi E;. Penyimpangan energi
sesaat assembli terhadap energi rata-rata adalah

E=E-E (2.67)
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Kita kuadratkan dua ruas persamaan (2.67) dan diperoleh
E’=(E -E)*=E*-2EE+FE? (2.68)

Kita selanjutnya melakukan perata-rataaan ke dua ruas persamaan (2.68),
yaitu

E’=E2-2EE+E?=E’-2EE+E2=E?-2EE +E’

—E2-E? (2.69)

Dalam mencari persamaan (2.69) kita telah menggunakan kesamaan E, =E.

Mengingat E konstan maka E? juga konstan sehingga perata-rataannya memberikan
nilai yang sama, atau E’=EZ.

Sebelunya kita sudah mendapatkan hubungan antara energi dan fungsi
partisi sebagai berikut

g1 9Zc (2.70)
Z. op

Sekarang kita akan mencari ungkapan untuk Ef

E_i2 = iZEiZ P = ZEizziefE‘/kT

i c

=LZE42e—Ei/kT=i a_ze—Ei/kT
Z. 5 Z. 5 op

1 ¢ enr 1 0°Z
_ 1 O NeEnNT_ 1 2.71
aﬂZZ Zc aﬂZ ( )
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Substitusi (2.70) dan (2.71) ke dalam persamaan (2.69) diperoleh

_ 2 2 2 2
p i _(Lazg J ia_zi(aij @72)
Z. op* \z.op zZ. op* zZ\ op

Ei /\ T/\/\/\—
S ~A ¥V

E
. (o)

Gambar 2.11 llustrasi fluktusi energi assembli. Sumbu datar
menyatakan assembli ke-i sedangkan sumbu vertikal adalah
energi yang dimiliki masing-masing assembli. Garis mendatar
adalah energi rata-rata assembli.

Jika kita diferensialkan E pada persamaan (2.70) terhadap /£ kita dapatkan

E_o(roz.)_ 1oz, 1(ez.) 2.73)
op op\Z. 0B ) Z. op* ZZ\ op

Dengan membandingkan persamaan (2.72) dan (2.73) kita simpulkan
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£=E _ym2 &
op aT

=kT?C, (2.74)

Tampak dari persamaan (2.74) bahwa bersanya fluktuasi energi bergantung pada
kapasitas kalor yang dimiliki assembli. Makin besar kapasitas kalor maka makin
besar fluktuasi energi yang terjadi. Fluktuasi energi juga naik secara kuadratik
terhadap suhu. Gambar 2.11 adalah ilustrasi fluktuasi energi assembli.

Contoh 2.7
Tentukan fluktuasi energi assembli momen magnetik pada Contoh 2.1 jika
assembli tersebut dibiarkan kontak dengan udara luar.

Jawab

Karena dibiarkan kontak dengan udara luar maka bisa muncul aliran
energi dari atau ke assembi sehingga energi assembli bisa berubah.
Asembli yang kita miliki menjadi kanonik. Kita sudah turunkan di Contoh
2.1 maupun Contoh 2.4 bahwa energi assembli tersebut adalah

E = NgBtanh(SuB) = NuB tanh(— f—?j =—-NuB tanh(f—?j

Kapasitas kalor assembli adalah

2p?2
C, _E _Nu ? l—tanhz(y—Bj
oT kT KT

Fluktuasi energi assembli adalah

SE? =KT°C, = N,uZB{l— tanhz(ﬁ—_?ﬂ

Tampak dari hasil di atas bahwa jika suhu sangat tinggi, maka (B/KT — 0
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sehingga tanh(xB/kT) — (B/KT. Pada kondisi tersebut fluktuasi energi
memenuhi oE? ~ (1— 4B /k°T?) . Sebaliknya, pada suhu sangat rendah
maka B/KT — oo sehingga tanh(xB/kT) — 1. Akibatnya fluktuasi energi

memenubhi 8? —0.

Latihan

1. Sebuah assembli kanonik disusun oleh sistem-sistem yang memiliki dua keadaan
energi. Keadaan pertama memiliki energi Eo dan degenerasi go dan keadaan kedua
memiliki energi E; dan degenerasi g:. Berdasarkan informasi tersebut tentukan

a) Fungsi partisi satu sistem

b) Fungsi partisi kanonik assembli tersebut yang mengandung N sistem

¢) Tentukan kapasitas kalor assembli

d) Buat grafik C/R (rasio kapasitas kalor terhadap konstanta gas) sebagai

fungsi T/6, di mana &= (Ei-Eo)/k pada berbagai nilai rasio gi/go.

2. Sebuah assembli disusun oleh sistem identik. Tiap sistem memiliki energi
potensial satu dimensi yang berbentuk V(x) = Ax]* dengan A dan s adalah konstanta.
Dengan menerapkan skala panjang ¢ yang memenuhi hubungan (27/:62 /hz)AE2 =1

maka energi yang dimiliki sistem terkuantisasi menurut persamaan

2s5/(s+2)
E e VAT (312 +1/s) (n+1/2)
I'(L+1/s)

dengan & = #%/2m¢? dan I"(x) adalah fungsi gamma [U. P. Sukhatme, American
Journal of Physics 41, 1015 (1973)]. Perlihatkan bahwa energi tersebut kembali
menjadi tingkat energi osilator harmonik jika s = 2
a) Tentukan nilai aproksimasi untuk fungsi partisi satu sistem
b) Tentukan juga nilai aproksimasi untuk fungsi partisi assembli yang
mengandung N sistem (*)

3. Populasi jantan-betina dan pria-wanita di alam seimbang. Dalam menyelesaikan
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perosialan statistik kita sering menjumpai bentuk

WNmy=— N
nI(N —n)!

Bentuk ini menyatakan jumlan cara penyusunan N sistem yang terdiri dari dua
benda atau dua keadaan. Keadaan (benda) pertama mempunyai jumlah n dan
keadaan (benda) kedua mempunyai jumlah (N-n). Contohnya adalah assembli
magnetik yang tersusun oleh dua orientasi spin atau alloy yang tersusun oleh dua
atom atau populasi yang sangat besar yang terdiri dari jantan dan betina. Yang
selanjutnya kita lakukan adalah mencari nilai n yang menyebabkan W(N,n)
memiliki nilai maksimal. Cara yang sering ditempuh adalah mendiferensial W
terhadap n lalu mencari solusi untuk n yang menyebabkan turunan tersebut nol.
Karena fungsi W sulit dideferesial langsung maka seringkali yang didiferensial
adalah InW =InN!'—Inn!—In (N-n)!. Jika diasumsikan bahwa N dan n sangat
besar maka kita dapat memakai pendekatan Striling, yaitu In N!'~ N InN —N, In n!
~nlInn-n,danIn (N-n)! = (N-n) In (N-n) — (N-n). Setelah pendekatan ini maka
diferensial mudah dilakukan dan solusi untuk n yang menyebabkan W(N,n)
maksimal dapat diperoleh. Cara lain adalah dengan mempertimbangkan fungsi
W(N,n) itu sendiri. Misalkan fungsi tersebut maksimal pana no maka pada semua
nilai n = no terpenuhi W(N,n) < W(N,no). Salah satu contohnya adalah W(N,no-1) <
W(N,no) dan W(N,ng+1) < W(N,no). Dengan menggunakan dua ketidaksamaan ini ke
dalam ungkapan W(N,n) di atas, buktikan bahwa no = N/2 dengan asumsi bahwa no
maupun N sangat besar dibandingkan dengan satu. Hasil ini menginformasikan
kepada kita bahwa jika ada populasi di alam yang disusun oleh dua keadaan maka
secara alamiah jumlah tiap keadaan adalah sama atau hampir sama. Ini barangkali
penyebab bahwa jumlah populasi jantan atau betina untuk hewan sejenis di alam
hampir sama. ltu juga barangkali penyebab mengapa jumlah laki-laki dan
perembuan di dunia ini hampir sama.

4. Sebuah assembli kanonik mengandung sistem berupa osilator harmonik tiga

dimensi. Energi osilator tersebut memenuhi persamaan et = (r+s+t+3/2)am di mana
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r, s, dan t adalah bilangan bulat dari 0 sampai .

a) Tuliskan fungsi partisi kanonik asembli tersebut dan sederhanakan sehingga
diperoleh bentuk analitik

b) Carilah nilai asimptotik fungsi partisi pada suhu sangat rendah (T << Ziw/k)
dan pada suhu sangat tinggi (T >> 7w /K).

¢) Hitunglah energi rata-rara sistem dan nilai aproksimasi energi pada suhu
sangat rendah dan sangat tinggi

d) Hitunglah kapasitas kalor assembli pada volum tetap dan nilai aproksimasi
kapasitas kalor tersebut pada suhu sangat rendah dan sangat tinggi.

5. Penurunan fungsi distribusi tanpa aproksimasi Stirling dan pengali Lagrange.
Pada penurunan fungsi disribusi Maxwell-Boltzmann, Bose-Einstein, dan
Fermi-Dirac kita telah menggunakan aproksimasi Stirling dan pengali Lagrange.
Turoff memperlihatkan bahwa kita dapat menurunkan fungsi distribusi tersebut
tanpa menggunakan keduanya [R.D. Turoff, American Journal of Physics 38, 387
(1970)]. Di sini akan diberikan penurunan untuk fungsi distribusi
Maxwell-Boltzmann. Penurunan fungsi distribusi Bose-Einstein dan Fermi-Dirac
kalian coba lakukan sendiri.

Jumlah konfigurasi penyusunan siatem dalam assebmli klasik memenuhi

N
S

n.!

g
w=NIT]

s=1 'ls
Dari jumlah konfigurasi ini kita langsung mendapatkan ungkapan untuk entropi S =
k In W. Persamaan di atas dapat diutaikan sebagai berikut

gn1 g”p g”q gnN
W= NI o x 2w o x—x, x 2N
n! n,! n,! n,!

Sekarang ke dalam assembli kita berikan sedikit energi sehingga ada satu siatem
berpindah dari tingkat energi ke-p ke tingkat energi ke-q. Energi yang kita berikan
adalah
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du =&,-¢&,

Dengan pemberian energi tersebut maka populasi pada tingkat ke-p berkurang satu
dan populasi pada tingkat energi ke-q bertambah satu. Dengan demikian konfigurasi
baru menjadi

ng+1

n, n,-1 q ny
W'=N!ix 9 X...X 9 w...x N

n! (=Dt (ng+Dt T ny!
n, n, Mg ny
=N!g#><...>< 9 X .o X 9 XX I X ix&
n! n,! n,! nt (ng+1 g,

=W x Ya x&
nq+1 9,

Entropi assembli dalam konfigurasi baru menjadi

S'—KINW'=KInW +k |n(gqx”p]

nq+l 9,

Dengan demikian, perubahan entropi akibat penambahan energi tersebut adalah

ds =55 =kin| —1_, o
n,+1 g,

Karena nq >> 1 maka

/
ds ~kin| Jux ™ | kin| Y2/
nq gp gp/np

Dari kuliah termodinamika kita dapatkan definisi suhu adalah

_aU _du

T="S 22
oS dS
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atau

/
g,—&,=KTIn 94Ny
g,/n,

atau

g,/n,  exp(e, /KT)
g,/n, exp(e, /KT)

Karena kita bisa memilih p dan g sembarang maka hubungan di atas melahirkan
persamaan berikut ini

n
g—q = Aexp(-&,/KT)

q
Ini tidak lain daripada fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann. Lakukan penurunan

yang sama untuk mencari fungsi distribusi Bose-Einstein dan Fermi-Dirac. Jumlah

konfigurasi dalam assembli boson dan fermion masing-masing

N
(n,+g,-D!
W. = s s
° :!:!: ns!(gs _l)'
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Bab 3
ENSEMBEL GRAND KANONIK

Setelah mempelajari cukup banyak tentang ensembel mikrokanonik pada
kuliah Fisika Statistik dan ensembel kanonik pada bab sebelumnya, pada bab ini
kita akan membahas ensembel jenis ketiga, yaitu ensembel grand kanonik. Pada
ensembel grand kanonik tidak ada batasan pada energi maupun jumlah sistem pada
sebuah assembli. Pembatasan hanya dikenakan pada suhu dan volum assembli
tersebut, yaitu dua besaran tersebut konstan. Ensembel ini lebih mendekati
kebanyakan kasus nyata, seperti gas atau partikel di tempat terbuka. Kita akan
membahas ensembel grand kanonik dengan menggunakan sejumlah analogi dengan
ensembel mikrokanonik maupun ensembel kanonik. Analogi seperti ini dialakukan
untuk mempermudah pemahaman.

Untuk memahami uraian dalam bab ini para mahasiswa seyogyanya sudah
memahami materi asembli kanonik yang dibahas pada bab sebelumnya. Mereview
kembali materi Fisika Statistik serta Termodinamika akan mempermudah mengikuti
uraian dalam bab ini.

3.1 Energi Bebas Helmholtz dan Gibbs

Kita berangkat dari hukum | termodinamika yang tidak lain merupakan
hukum kekekalan energi. Pembahasan ini kita lakukan karena ada beberapa
persamaan dalam hukum I ini yang akan menolong kita memahami penurunan
ensemble grand kanonik lebih mudah. Hukum | termodinamika dapat ditulis dE =
dQ + dW, dengan dE adalah pertambahan energi dalam yang dimiliki assembli, dQ
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adalah tambahan kalor yang diberikan pada assembli, dan dW adalah kerja yang
diberikan pada assembli. Hukum ini menyatakan bahwa pertambahan energi dalam
yang dimiliki assembli sama dengan kalor yang diberikan pada asembli dan kerja
yang dilakukan pada assembli.

Untuk proses yang berlangsung secara reversibel, maka ada hubungan
antara kalor yang diberikan dan perubahan entropi, yaitu dS = dQ/T. Lebih lanjut,
kerja yang dilakukan pada assembli memenuhi dW = -pdV, di mana p adalah
tekanan yang bekerja pada assembli dan V adalah volum assembli. Dengan
demikian, untuk proses yang berlangsung secara reversible, hukum I termodinamika
dapat ditulis menjadi dE = TdS - pdV.

Jika jumlah sistem pada assembli tidak tetap maka ada kemungkinan
terjadi pertambahan dan pengurangan sistem dalam assembli tersebut. Pertambahan
dan pengurangan tersebut akan memengaruhi energi dalam yang dimiliki assembli.
Misalkan pertambahan satu sistem menghasilkan perubahan energi «dan
pengurangan satu sistem menyebabkan pengurangan energi « maka perubahan dN
sistem menghasilkan perubahan energi dalam sistem sebesar «JN. Dengan demikian,
perubahan energi dalam assembli jika jumlah sistem diijinkan untuk berubah

menjadi
dE =TdS — pdV + zdN (3.1)

Secara umum, misalkan ada beberapa jenis sistem dalam assembli yang
dapat masuk atau keluar assembli dengan energi per sistem untuk jenis partikel ke-i
adalah g4 maka hukum | termodinamika mengambil bentuk umum

dE =TdS — pdV + Y dN, (3.2)

Kita batasi persoalan kita pada kondisi di mana suhu, tekanan, dan g yang
konstan. Dengan melakukan integral pada persamaan (3.1) kita dapatkan

E=TS-pV +uN (3.3)
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Berdasarkan definisi energi bebas Helmholtz F = E - TS dan persamaan (3.3) kita
dapatkan ungkapan lain untuk energi bebas tersebut sebagai berikut

F=—pV+uN (3.4)

Energi Gibbs didefinisikan sebagai G = F + pV. Dengan menggunakan persamaan
(3.4) maka energi Gibs memiliki bentuk

G=uN (3.5)

Dari persamaan (3.5) kita peroleh ¢= 0G/oN, yang bermakna bahwa z dapat
dipandang sebagai energi Gibbs per satuan jumlah sistem. Besaran ini sering juga
disebut potensial kimia.

3.2 Penurunan Besaran Termodinamika dari Entropi

Ketika kita menyelesaikan persoalan fisika statistik atau mekanika statistik,
langkah pertama yang sering ditempuh adalah menentukan jumlah total konfigurasi
yang dapat terjadi. Jumlah total kondifurasi tersebut berhubungan langsung dengan
entropi assembli. Jika W adalah jumlah total konfigurasi maka entropi assembli
dapat didefinsikan sebagai S = k InW. Dengan demikian, memahami keterkaitan
entropi dengan besaran termodimika lain menjadi sangat penting. Dengan kata lain,
kemampuan mendapatkan besaran-besaran termodinamika lain dari entropi sangat
penting guna mendapatkan persamaan termodinamika bagi assembli. Kita akan
mencari hubungan tersebut pada bagian ini.

Mari kita lihat kembali persamaan (3.1). Persamaan tersebut dapat ditulis
menjadi TdS = dE + pdV - wdN, atau

ds = LaE + L av — £ an (3.6)
TETTY T
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Jika S dinyatakan sebagai fungsi E, V, dan N atau S(E,V,N) maka diferensial total

dari S selalu dapat ditulis sebagai

dsz(asj dE+(aSj dv +(GSJ dN (3.7
3E )y N ey N ), ¢

Jika kita bandingkan persamaan (3.6) dan (3.7) maka kita akan dapatkan kumpulan
hubungan berikut ini

%:(%] (3.8)
?F’:(s_sj (3.9)
_gz %} (3.10)

Tampak dari persamaan (3.8) sampai (3.10) bahwa apabila kita telah
mendapatkan fungsi entropi, maka besaran lain termodinamika seperti suhu,
tekanan, dan potensial kimia dapat ditentukan dengan mudah melalui operasi

diferensial parsial sederhana.

3.3 Fungsi Grand Partisi

Sekarang mari kita mulai menurunkan fungsi grand partisi. Dalam
ensembel grand kanonik, keadaan suatu assembli ke-i merupakan fungsi dari energi
Ei dan jumlah sistem N; dari assembli tersebut. Makin besar energi assembli maka
makin kecil peluang mendapatkan assembli tersebut. Sebaliknya, makin banyak
jumlah sistem dalam assembli maka makin banyak konfigurasi yang dapat
dihasilkan sehingga makin besar peluang kemunculan assembli tersebut. Dengan
demikian, kebolehjadian menemukan asembli ke-i memenuhi hubungan: p; oc
exp[-Ei/ &) dan p; «c exp[£Ni/ 4] dengan & dan @adalah parameter yang akan
ditentukan. Kesebandingan pertama jelas menghasilkan probabilitas makin kecil
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jika energi makin besar dan kesebandingan kedua menghasilkan probabilitas makin
besar jika jumlah sistem makin besar. Dua kesebandingan tersebut dapat disatukan
menjadi pi oc exp[(-Ei+N;)/ 4]. Jika kita menggunakan tanda sama dengan maka

kita masukkan konstanta pembanding sehingga diperoleh p; = Cexp[(-Ei+Ni)/4].
Selanjutnya, untuk mempermudah bentuk fungsi probabilitas, kita definisikan

parameter baru yang memenuhi hubungan berikut C = exp[4/6]. Dengan
memasukkan ungkapan dalam parameter baru tersebut kita dapatkan ungkapan
untuk probabilitas menemukan assembli dengan energi E; dan jumlah sistem N;

sebagai berikut

b, = e MBI (3.11)

Catatan: untuk ensemble kanonik di mana energi assembli bisa
berbeda-beda sedangkan jumlah sistem tetap maka kebolehjadian untuk
menemukan assembli dengan energi E; adalah p; oc exp[-Ei/d].

Untuk menentukan parameter-parameter y, &, dan 6 pada persamaan (3.11)
mari kita bandingkan probabilitas pada persamaan (3.11) dengan ungkapan
probabilitas dalam assembli kanonik, yaitu

p—eFENKT (2.20)

Dengan membandingkan persaman (3.11) dan (2.20) maka sangat logis apabila kita

menyamakan parameter berikut ini, 8= kT dan F = y + &N. Tetapi, dari persaman
(3.4) kita sudah mendapatkan bentuk energi bebas Helmholtz ensembel grand
kanonik, yaitu F = -pV + /N. Dengan demikian kita bisa simpulkan lagi bahwa y =
-pV dan & = u Akhirnya kebolehjadian menemukan assembli dengan energi E; dan
jumlah sistem N; adalah

P, = @ (~PV+uNi—E) /KT (3.12)
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Dengan menggunakan hubungan normalisasi maka S e(-pV+mMi-E)/KT _q  Kita
1

keluarkan parameter yang tidak mengandung indeks dari tanda penjumlahan

sehingga diperoleh

o PV/KT Ze(yNi—Ei)lkT -1 (3.13)

Selanjutnya kita mendefinisikan fungsi grand partisi sebagai berikut

Ze :Zewi—Ei)/kT (3.14)

Dengan mensubstitusi persamaan (3.14) ke dalam persamaan (3.13) kita dapatkan
e ™'¥z, =1, atau

Z, =M/ (3.15)

atau

PV =KT InZ, (3.16)

Persamaan (3.16) adalah persamaan keadaan untuk assembli grand
kanonik. Kita masih ingat persamaan gas ideal PV = NKT. Kalau kita bandingkan
persamaan gas ideal dengan persaaman (3.16) maka dapat kita simpulkan bahwa
untuk gas ideal, In Zg = N atau Zg = exp(N). Berdasarkan definisi fungsi grand
partisi (3.15) maka probabilitas p; pada persamaan (3.12) dapat ditulis sebagai

D, :e—pV/kTe(yNi—Ei)/kT atau

e(;zNi -E;)/KT
p=t (3.17)
ZG
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3.4 Ungkapan Alternatif

Karena jumlah sistem dalam assembli grand kanonik bisa berubah-ubah
maka cara lain mendefinisikan fungsi grand partisi adalah dengan memperhitungkan
berbagai kemungkinan jumlah sistem pada masing-masing assembli. Dengan
pendekatan ini maka fungsi partisi grand kanonik bisa didefinsikan sebagai

Zg =D eWhEmid (3.18)
N i

Persamaan (3.18) sebenarnya setara dengan persamaan (3.14). Pada
persamaan (3.14) penjumlahan dilakukan pada berbagai kemungkinan energi dan
pada energi yang berbeda bisa saja memiliki N yang sama. Bisa saja terjadi E; # Ego,
tetapi N2> = Ngo. Alternatif lain adalah kita kumpulkan assembli yang memiliki
jumlah sistem yang sama. Tentu energi tiap assembli tersebut berbeda. Penjumlahan
pada energi yang berbeda dilakukan untuk jumlah assembli yang sama. Jadi,

iN=E; ) /KT

penjumlahan yang dilakukan adalah Zi el . Setelah itu kita jumlahkan

untuk berbagai nilai N sehingga diperoleh persamaan (3.18).

3.5 Entropi dalam Ungkapan Probabilitas

Selanjutnya kita akan mencari ungkapan untuk entropi dikaitkan dengan
kebolehjadian munculnya masing-masing assembli. Pertama mari Kita lihat bentuk
eksplisit dari —k Z; pi In pi. Dengan menggunakan p; pada persamaan (3.12) maka

- pv N. + E;
_kzpilnpi:_kzpi( P +kl-L|-l A I)

Vs Ay on iy oE
- T Zpl Tzllpl i TZplEl
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PV-uN-E (3.19)

dimana N adalah jumlah rata-rata sistem dalam satu assembli dan E adalah
energi rata-rata satu assembli. Nilai-nilai tersebut diperoleh setelah merata-ratakan
pada semua asssembli dalam ensembel grand kanonik.

Kita mengingat salah satu persaman termodinamika E = TS — pV + /N
yang dapat ditulis dalam bentuk

g_ PV —¢N —E (3.20)

Jika kita bandingkan persamaan (3.19) dan (3.20) kita simpulkan bahwa ungkapan
lain untuk entropi adalah

S = —kz pIn p, (3.21)

Catatan: Dalam teori komunikasi didefinisikan juga entropi dengan
perumusan yang persis sama. Misalkan X adalah himpunan pesan {x1, X2,
X3, ....Xn}. Misalkan p(x) adalah probabilitas x terkandung dalam
himpunan tersebut, maka entropi didefinisikan sebagai

S=-=> p(x)In p(x)

xeX

3.6 Besaran Termodinamika dari Fungsi Grand Partisi

Untuk proses yang berlangsung secara reversible, kita memiliki persamaan
pV =TS + N — E . Jika kita diferensiasi dua ruas persamaan ini maka diperoleh

d(pV) =TdS +SAT + 2N + Ndg — dE (3.22)
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Berdasarkah hukum | termodinamika proses reversible memiliki hubungan
dE =TdS - pdV + 2dN . Dengan demikian persamaan (3.22) dapat diubah menjadi

d(pV) = pdV +SdT + Nd (3.23)
Persamaan (3.23) mengindikasikan bahwa perkalian (pV) merupakan fungsi dari V,

T, dan w Jika pV(V,T, ) kita diferensiansi terhadap tiga variable tersebut maka
diperoleh

d(pv):[MJ dV+(Mj dT+M d (3.24)
N i, oT . ou )+

Bandingkan persamaan (3.23) dan (3.24). Dengan mudah kita identifikasi
hubungan-hubungan berikut ini

_(a(pV) _
p_(—av l,,, (3.26)
S:(G(PV)j (3.27)

T .,
ﬁz[M] (3.28)
OH N

Dari persamaan (3.16) kita dapat menulis pV = kT In Zg. Substitusi bentuk
ini ke dalam persamaan (3.26) sampai (3.28) kita peroleh bentuk persamaan berikut
ini

) :(a(kT In ze)j _ kT(a(m zG)j (3.29)
N, N

S =(—a(kT In ZG)) —kInZ + kT(a(ln ZG)] (3.30)
a k., T

NZ(MJ sz(Mj (3.31)
o1 s OH  Jyr
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Tampak dari persamaan (3.29) sampai (3.31) bahwa untuk mendapatkan ungkapan
untuk fungsi grand partisi merupakan kunci untuk menurunkan besaran
termodinamika yang lain. Oleh karena itu, ketika membahas sejumlah assembli
terbuka para ahli akan selalu memulai dengan menurunkan fungsi grand partisi.
Begitu fungsi grand partisi dapat dibangun maka besaran termodinamika lain dapat
diturunkan melalui proses diferensial sederhana.

3.7 Perhitungan Fungsi Grand Partisi

Pada semua pembahasan di atas kita baru menulis ungkapan untuk fungsi
grand partisi dan operasi apa yang mesti dilakukan untuk mendapatkan besaran
termodinamika lain dari fungsi grand partisi tersbeut. Namun, fungsi grand partisi
sendiri belum secara eksplisit diturunkan. Pada bagian ini kita akan menurunkan
bentuk eksplisit fungsi grand partisi untuk assembli klasik, boson, dan fermion.

Partikel Semiklasik dalam Formulasi Sumasi

Tinjau assembli yang memiliki energi E; dan jumlah sistem Ni. Jumlah
sistem pada masing-masing kelompok energi dalam assembli tersebut adalah niy, ni,
Nis, ... dan energi kelompok-kelompok tersebut adalah &, &2, &s, .... Energi total
asembli dan jumlah total sistem dalam assembli ke-i memenubhi

Ni=§:%
Ef=§:%&s

Dengan demikian fungsi grand partisi pada persamaan (3.14) dapat ditulis menjadi

_ UN; — E
Z, = ZWi exp[—k_l_ } (3.32)

dengan W; adalah bobot konfigurasi assembli ke-i (jumlah cara penyusunan
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system-sistem dalam assembli ke-i).
Untuk sistem semiklasik kita sudah mendapatkan persamaan untuk jumlah
konfigurasi, yaitu

w, =TT

s Nl

Substitusi ungkapan ini ke dalam persamaan (3.32) diperoleh

g_nis /JN_E
7. = Jis_ayp| &/__—1 3.33
XI5 e

Tetapi uN, —E, = :UZ n, —Zgisnis . Dengan demikian exp[(tNi — E)/kT] =
exXp[ ZsNis-ZseisNis) KT] = exp[Zsnis(ze)/kT] = [ (exp[(z—&,) /KT ])"™ . Substitusi

hubungan ini ke dalam persamaan (3.33) diperoleh

Zg= Zl:[gn'?:l:[ (eXp[(,u — &) /KT ])n.s

gise(,u—gis)/kT Mis
_ Z(H KTLJ (3.34)

Catatan: Sebelum kita lanjutkan penyederhanaan persamaan (3.34), mari
kita lihat aturan berikut ini. Kita memiliki hubungan matematis berikut ini

(3] - 2

N +ny+..=N s s*®

atau dapat ditulis balik menjadi
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> s :%(zxj (3.35)

]
n+np+.=N s ns -

Selanjutnya ruas Kiri dan kanan kita jumlahkan terhadap N dari N = 0
sampai N = oo sehingga diperoleh

> ¥ % =i$(ZXSJN (3.36)

Jika kita mengganti x_ =g, e“ “*" maka

S (gee ™" )" &1 eyt .
> X NP2y e (3.37)

N=0n+n,+..=N s nis'

Ruas kiri persamaan (3.27) dapat ditulis ulang menjadi

(u—&is) KT Jlis e (u—eig) KT Ylis
Z Z Hgge—L [H 9 J
s N

N=0n +n,+.=N s

di mana simbol (...)n memiliki makna bahwa bagian dalam tanda kurung
dijumlahkan pada semua konfigurasi yang memiliki jumlah total sistem N. Dengan
demikian persaman (3.37) menjadi

ST simae]

s nIs :

Ruas kiri persamaan (3.38) persis sama dengan ungkapan fungsi grand
partisi pada persamaan (3.34). Dengan demikian kita dapatkan ungkapan lain untuk
grand partisi adalah
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N

i(zg e(y els)lijN
G N is
i (eﬂ/kTZgls g,s/ijN :i%(ey/sz)N

p[Ze”’kT] (3.39)

le—‘ ZMS

di mana Z = ngise’%’ KT Tampak bahwa fungsi grand partisi untuk assembli

semiklasik menjadi sangat sederhana. Besaran Z dalam persamaan (3.39) adalah
fungsi partisi sebuah sistem. Jadi fungsi grand partisi dapat ditentukan dari fungsi
partikel satu sistem. Dengan kata lain, untuk mencari fungsi grand partisi assembli
semiklasik kita cukup mencari fungsi partisi untuk satu sistem kemudian
menggunakan persamaan (3.39) untuk mencari fungsi grad partisi.

Dengan menggunakan fungsi grand partisi pada persaman (3.39) maka
jumlah rata-rata sistem dalam assembli adalah

N:kT(aanGJ
OH  Jyr

= kT(a(Zey/kT)j — kT(l Ze““‘Tj
v KT

ou
= Ze!'\T (3.40)

Contoh 3.1

Kita ingin mencari fungsi grand partisi assembli momen magnetik yang
berada dalam medan magnet. Momen tersebut memiliki tiga kemungkinan
arah orientasi: searah, tegak lurus, atau berlawanan arah medan magnet.

Jawab
Gambar di bawah ini adalah kemungkinan arah orientasi tiap momen
magnetik dan energi yang dimiliki untuk tiap arah orientasi tersebut.
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Pada gambar di atas y adalah besar momen magnetik. Fungsi partisi satu
sistem adalah

7 - Ze—Ei/kT — o BT | o EalKT | o EolkT
i

BIKT —BIKT

=e +1+e

Fungsi grand partisi menjadi
Z, =exp|ze”"T |= exple” T+ T + e BT
Persamaan keadaan assembli tersebut adalah

% =InZg =" (1+e®" 4 e7T)

Dengan menggunakan persamaan (3.40) kita dapatkan rata-rata
sistem dalam assembli adalah

N — Ze,u/kT
— kT (1+ eBIKT e—yBIkT)

Jumlah Okupasi Rata-rata

Jika n, adalah jumlah rata-rata sistem pada kelompok energi ke-s dalam

suatu assembli maka jumlah rata-rata sistem dalam suatu assembli dapat ditulis
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N=Yn,. (3.41)

S

Sekarang kita balik ke definisi fungsi partisi satu partikel yang memenuhi

persamaan Z = zs g.e *’*". Bentuk ini jika digabung dengan persamaan (3.40)

maka Kita dapatkan ungkapan lain untuk jumlah rata-rata partikel dalam assembli
sebagai

N:nge—gs/kTey/kT :nge(,u—ss)lkT (3.42)

Sekarang kita bandingkan definisi pada persamaan (3.41) dengan
ungkapan pada persamaan (3.42). Dari dua persamaan tersebut kita simpulkan
bahwa jumlah rata-rata sitem dalam kelompok energi ke-s dalam suatu assembli di
dalam ensembel grand kanonik adalah

n, =g T (3.43)

Persamaan (3.45) cukup menarik untuk dicermati. Pada ensembel
mikrokanonik (jumlah energi dan sistem tetap), jumlah sistem yang
menempati keadaan dengan energi & adalah ns = gs exp[ a-&/kT]. Namun
pada ensembel grand kanonik (jumlah energi maupun sistem dalam
assembli selalu berubah-ubah) maka jumlah sistem yang menempati
keadaan dengan energi & selalu berubah-ubah. Tetapi nilai rata-rata sistem
yang menempati keadaan dengan energi & memenuhi persamaan (3.43),
yang persis sama dengan jumlah sistem pada ensembel mikrokanonik. Jadi,
pada assembli grand kanonik, yang dapat kita definisikan adalah harga
rata-rata, karena harga sesaat selalu berubah. Dan harga rata-rata tersebut
sama dengan harga sesaat untuk ensembel mikrokanonik



Partikel Semiklasik dalam Formulasi Integral
Untuk mencari bentuk integral dari fungsi grand partisi partikel semi

klasik mari kita mulai dari persamaan (3.24) z, =" > " "=T Kita
mentransformasi penjumlahan Zi ke bentuk integral dengan cara sebagai

berikut: Zi (,_,):J(_,,)QNdFGN , dengan Q adalah kerapatan keadaan. Untuk

assembli semiklasik kerapatan keadaan memenuhi Q, =1/N'h*". Dengan

demikian bentuk integral dari fungsi grand partisi semiklasik mengambil bentuk

Zs=Y, Nl::ﬁ"‘ Ie[uN—Em)]/derGN
N -
_ z N|::-]3N eyN/kTJ'e—E(N)/deFSN (3.44)
N -

Kasus khusus. Untuk kasus khusus di mana interaksi antar partikel
diabaikan maka E(N) hanya mengandung energi kinetik dan memenuhi persamaan

N
E(N) :%Z(pi +pi+ pé) Dengan demikian kita dapat menyelesaikan integral

i=1

berikut ini,

J'efE(N)/del—eN :J'e*E<N””Hdxidyidzidpixdpiydpiz

D P+ Py + P
ZIHdXidyidziIeXp _T Hdpixdpiydpiz

-2

X(JEXp{_2£ET}d“{IjeXp{_2£ET}dp”J




=V TT(W2mKkT |y2mkT JV2zmkT )

=V (27mkT N2 (3.45)

Untuk kasus khusus ini fungsi grand partisi memiliki bentuk

ZG :Z Nl:ll"]aN e;d\l/kTvN(27zka)3N/2
N :

3N/2
_zleyN/kT[ Zﬂkaj :zie/ﬁ\I/szN
N!

N
- Z% (ze" )" = explze*"7]

N

Persamaan di atas tidak lain merupakan persamaan (3.40). Pada hasil di atas,
Z =[(V /h*)2:mkT]¥? adalah fungsi partisi satu partikel.

Fungsi Grand partisi Bose-Einstein

Sekarang kita akan membahas fungsi partisi untuk assembli kuantum,
yaitu untuk assembli boson dan fermion. Pertama kita bahas fungsi partisi
Bose-Einstein untuk assembli boson. Untuk menentukan fungsi grand partisi
Bose-Einstein mari kita mulai dengan meninjau deret ukur berikut ini

n
X =14+ X+ X+ X+, ij

ILRVUPRVAL
ij X X

Mzng (Hx J (3.46)

Selanjutnya kita misalkan X; = e“ "7 sehingga kita dapat menulis (3.46)



menjadi

i) 2, (1)

] nin2,n3,.. j

=y exp{%nj(y—gj)/kT} (3.47)

nl,n2,n3,..

Telah didefinisikan bahwa fungsi grand partisi memenuhi bentuk umum
Zs=> W, exp[z ne(u—g.)/ kT} (3.34)

di mana s adalah indeks kelompok energi. Tetapi penjumlahan ZS n(u—g.) KT

terhadap kelompok-kelompok energi memberikan hasil yang persis sama dengan
penjumlahan Z,— n;(u—g;)/KT terhadap keadaan individual. Perbedaan hanya
pada jumlah suku yang dijumlahkan. Jumlah suku pada penjumlahan yang terakhir

lebih banyak daripada jumlah suku pada penjumlahan pertama (lihat Gambar 3.1).
Jadi

> (=) IKT =0, (u-2) /KT (3.48)

Lebih lanjut, karena boson merupakan partikel tak terbedakan maka
jumlah cara penyusunan boson-boson pada keadaan ke-i hanya satu, berapa pun
jumlah boson yang menempati keadaan tersebut. Dengan demikian, untuk boson
W, =1 sehingga fungsi grand partisi pada persaman (3.34) dapat ditulis menjadi

Z;= Z lxexp{an(y—gJ—)/kT}

=2, exp{znj(ﬂ—«sj)/kq (3.49)

NNy,

-
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— | —— £,
H_, —_— E: —
M —— g Ny —— &5

—_— n; =——— %

Znis(:u_gis)/k-r :an(/u_gj)/k-r
s i

Gambar 3.1 Pada bagian kiri keadaan dikelompokkan.
Penjumlahan di sebelah kiri adalah penjumlahan per kelompok
sedangkan penjumlah di sebelah kanan adalah penjumlahan per
tingkat energi. Hasilnya sama saja. Pada gambat Kiri, ns
menyatakan jumlah sistem dalam satu kelompok (yang
mencakup sejumlah keadaan). Pada gambar kanan, n; adalah
jumlah sistem pada satu keadaan.

Perlu diingat bahwa penjumlahan yang semula dilakukan terhadap
indeks-j diubah menjadi penjumlahan terhadap indeks n;j karena tiap n; berkorelasi
dengan satu nilai j. Bandingkan persamaan (3.48) dan (3.49). Dari sini kita dapat
simpulkan bahwa fungsi grand patisi untuk boson dapat ditulis sebagai
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:H( = W) (3.50)

Tampak dari persamaan (3.50) bahwa fungsi grand partisi boson cukup sederhana.
Untuk mencari fungsi grand partisi kita awali dengan mencari tingkat-tingkat energi
dalam asembli tersebut (g). Tingkat energi inilah yang digunakan untuk
menentukan fungsi grand partisi.

Pesan umum yang dapat diperoleh di sini adalah, apapun jenis assembli
yang kita miliki, mencari fungsi partisi atau grand partisi diawali dengan
mencari tingkat-tingkat energi. Setelah tingkat energi diketahui maka
fungsi partisi kanonik maupun partisi grand kanonik dapat dihitung
dengan mudah.

Pada persamaan (3.50) ada parameter usedangkan pada fungsi partisi
kanonik atau mikrokanonik tidak ada. Penyebabnya adalah karena adanya
pertukaran sistem pada assembli grand kanonik. Pertukaran satu sistem melahirkan
perubahan energi sebesar 4 Pada assembli kanonik atau mikrokanonik , tidak ada
pertukaran partikel sehingga tidak masuk parameter xdalam ungkapan fungsi
partisi.

Dari fungsi grand partisi (3.50) kita dapat menghitung jumlah rata-rata
sistem dalam assembli, yaitu

N:kT(aanGJ
OH Jyr

o~ Sihee)

ou

=kT

V,T



(u—&;) KT 1

e
:Zj:l_e(;z—sj)/kT :Zj:e(gry)/kT 1 (351)

Tetapi jumlah rata-rata sistem dalam assembli sama dengan jumlah dari jumlah
rata-rata sistem pada tiap keadaan energi, atau

N=3n (3:32)

dengan n i adalah jumlah rata-rata sistem yang menempati keadaan energi ke-j
dalam suatu assembli. Dengan membandingkan persamaan (3.51) dan (3.32) kita

simpulkan bahwa jumlah rata-rata sistem pada keadaan ke-j adalah

_ 1
n, :W (3.52)

Persamaan (3.52) juga cukup menarik untuk dicermati. Pada assembli
mikrokanonik (jumlah energi dan sistem tetap), jumlah sistem yang menempati satu
1

ATy Namun pada

keadaan (keadaan ke-j) dengan energi & adalah n, =

assembli grand kanonik (jumlah energi maupun sistem dalam assembli selalu
berubah-ubah) maka jumlah sistem yang menempati keadaan dengan energi & selalu
berubah-ubah. Tetapi nilai rata-rata sistem yang menempati keadaan dengan energi
& memenuhi persamaan (3.52). Pada assembli grand kanonik, yang dapat kita
definisikan adalah harga rata-rata, karena harga sesaat selalu berubah. Dan harga
rata-rata tersebut sama dengan harga sesaat untuk assembli mikrokanonik.

Fungsi Grand Partisi Fermi-Dirac

Terakhir kita mencari fungsi partisi Fermi-Dirac. Kita sudah mendapatkan
bentuk fungsi grand partisi sistem kuantum yaitu persamaa (3.34). Untuk fermion,
satu keadaan energi hanya boleh kosong atau ditempati satu sistem saja karena
memenuhi prinsip ekslusi Pauli. Jadi untuk fermion n; hanya boleh 0 atau 1.



Sebelum itu kita bahas hubungan berikut ini

H(1+x )= 1+Zx DD XX A DD XX Xy . (3:53)

j >] jor>jim>e

Mengingat ns, nz, N3, ... untuk fermion hanya bisa mengambil nilai 0 atau
1 maka bagian kanan persamaan (3.53) dapat disederhanaklan menjadi

: e
n1,n2,n3,..00\  j

Sebagai contoh

0

1=%%5..X0.. Xy

_ 0 0
X = X, Xg o X XGXD g0 Xy

. 0 1,0 0
XX, = X Xg o XXX XY XX X

Dengan demikian persamaan (3.53) dapat ditulis ulang menjadi
[Ta+x)=" > [HXT’] (3.54)
j n1,n2,n3....(0,1) j

Jika kita mensubstitusi x, =e """ pada persamaan (3.54) maka

j ni,n2,n3,...(0,1) j

ey (e

= > eXpI:an(,u—gj)/kT} (3.59)

n1,n2,n3,...(0,1)

Perhatikan bagian kanan persamaan (3.55). Kita dapat menulis ulang
sebagai berikut



> exp{an(y—gj)/kT}
.(0,) J

nin2,n3,..

_,uan—angj
_ Z exp| — i

nl,n2,n3,...(0,1) kT

= Y exp —yNi_Ei}
n1,n2,n3,....(0,1) L kT

Substitusi ke dalam persamaan (3.55) kita peroleh

J

H(l+e(u—s,)/kT): 3 exp[ﬂNi_Ei} (3.56)
ni,n2,n3,....(0,1) kT

Jika kita perhatikan persamaan (3.56) tampak jelas bahwa bagian kanan persamaan
(3.56) adalah fungsi grand partisi. Akhirnya kita simpulkan bahwa fungsi grand
partisi fermion dapat ditulis dalam bentuk

Zo =]l+e“ ") (3.57)

J

Sekarang kita hitung jumlah rata-rata sistem yang menempati keadaan ke-j.
Kita mulai dengan menghitung jumlah rata-rata sistem dalam suatu assembli, yaitu

N:kT(aanGJ
OH Jyr

a{z In(1+ e(“")’”)}
= k1| =

]

ou

V,T



(u—&;) KT

€
Z].-Fe(ﬂ &) /KT Z (E y)/kT (358)

Sekali lagi, jumlah rata-rata sistem dalam assembli sama dengan jumlah dari jumlah
rata-rata sistem pada tiap keadaan energi, atau

N=3n (3:32)

Dengan membandingkan persamaan (3.32) dan (3.58) kita simpulkan bahwa jumlah
rata-rata sistem pada keadan ke-j adalah

mo— L (3.59)

i—u) KT
- L |

Mengingat jumlah sistem dalam satu keadaan assembli fermion hanya boleh 0 atau

1 maka akan selalu terpenuhi 0 <, <1.

Persamaan (3.59) juga cukup menarik untuk dicermati. Pada assembli
mikrokanonik (jumlah energi dan sistem tetap), jumlah sistem yang menempati satu
1

keadaan (keadaan ke-j) dengan energi & adalah N = ——ammr
e i +1

. Namun pada

assembli grand kanonik (jumlah energi maupun sistem dalam assembli selalu
berubah-ubah) maka jumlah sistem yang menempati keadaan dengan energi & selalu
berubah-ubah. Tetapi nilai rata-rata sistem yang menempati keadaan dengan energi
& memenuhi persamaan (3.59). Pada assembli grand kanonik, yang dapat kita
definisikan adalah harga rata-rata, karena harga sesaat selalu berubah. Dan harga
rata-rata tersebut sama dengan harga sesaat untuk assembli mikrokanonik.

Hal menarik lainnya yang perlu kita cermati adalah mengapa fungsi grand
partisi diungkapkan dalam bentuk perkalian IT? Apakah tidak mempersulit?
Mengapa bukan dalam tanda X? Jawabannnya tegas tidak. Karena yang sering kita
gunakan dalam mencari besaran termodinamika bukan fungsi partisi itu sendiri,
tetapi logaritma fungsi partisi. Kita tahu semua bahwa logaritma perkalian sama
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dengan jumlah logaritma. Jadi, ketika fungsi grand partisi yang kita miliki
berbentuk IT, namun ketika kita gunakan dalam mencari besaran termodinamika
kita akan dapatkan bentuk penjumlahan (setelah dilogaritma).

3.8 Fluktuasi Jumlah Sistem dalam Assembli

Seperti dijelaskan sebelumnya, ensembel grand kanonik mengijinkan
terjadinya perubahan jumlah sistem dalam suatu assembli. Dengan kata lain pada
ensembel ini diijinkan terjadinya fluktuasi jumlah sistem. Pada assembli kanonik
yang kita bahas pada bab terdahulu, fluktuasi energi yang dimiliki assembli
diijinkan. Berikut ini kita akan merumuskan fluktuasi jumlah sistem dalam
ensembel grand kanonik (lihat Gambar 3.2).

Gambar 3.2 llustrasi fluktusi jumlah partikel dalam assembli.
Sumbu datar menyatakan assembli ke-i sedangkan sumbu
vertikal adalah jumlah partikel yang dimiliki masing-masing
assembli. Garis mendatar adalah jumlah rata-rata partikel pada
assembli. Indeks i pada sumbu datar adalah indeks assembli.
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Fluktuasi jumlah sistem dalam assembli didefinisikan sebagai

(NP =N?-N’ (3.60)

Untuk mencari bentuk eksplisit persamaan (3.60) kita berangkat dari definisi berikut
ini

(yN —E;)/KT
N= ZN p = ZN
—ZN g€t _r[ 0N Ze (3.61)
Z ou
:ZNZ p ZZNZ e(#Ni’Ei)/kT _ (kT)2 aZZG (362)
- i Mi - i ZG ZG a,uZ

Dengan demikian

eI YE (kT)(

0Z,
e (%)
1 0Zs
RESTCARIES
:(kT)zi{i%} kTi{kTiﬁ}
ou |Zs ou ou Z, ou

k727, (3.63)

ou

Fungsi grand partisi untuk sistem klasik memenuhi persamaan (3.41),
Z; = exp[Ze”’ "T]. Dengan menggunakan persamaan (3.61) kita dapatkan
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N =KT 2 Inzg =kT - (ze#*7)= ze#*". Dengan demikian,
ou ou

ON /0u = (1/kT)Ze*’*" = N /KT . Akhirnya kita dapatkan

—2

N2-N =kTx—=N

2|z

dan

(NP =N (3.64)

Fluktuasi jumlah sistem dalam assembli didefinisikan sebagai

o= ((a\lz)2 J _ [Nz] _ (N)—UZ (3.65)

N N

Tampak bahwa fluktuasi berbanding lurus dengan kebalikan akar rata-rata jumlah

sistem dalam assembli.

3.9 Penurunan Fugsi Fermi-Dirac dengan Metode Perturbasi

Cara lain menurukan fungsi distribusi fermi-dirac adalah menggunakan
teori pertuebasi yang bergntung waktu. Metode ini telah dibahas oleh Walsh [J.E.
Walsh, American Journal of Physics 38, 392(1970)]. Kita akan bahas metode
tersebut lebih detail di sini.
Kita misalkan
e Py adalah probabilitas per satuan waktu transisi elektron dari tingkat energi
& ke tingkat energi &1.
e Py adalah probabilitas per satuan waktu transisi elektron dari tingkat energi
&1 ke tingkat energi &».
Dengan teori perturbasi maka probabilitas transisi per satuan waktu dari energi & ke
tingkat energi & memenuhi persamaan
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P, = ZTEMZIZ[n(a)) +1]f (&)1~ f ()]5(e, — &, — hw) (3.66)

dengan My; adalah elemen matrik dipol transisi dari keadaan 2 ke keadaan 1, n(w)
adalah jumlah rata-rata foton yang memiliki frekuensi @ dalam assembli sebelum
transisi dari & ke & dan memenuhi persamaan &; - &1 = ho. (&) adalah peluang
mendapatkan elektron pada tingkat energi ¢ dan 1 —f(&) adalah peluang tingkat
energi ¢ tidak ditempati elektron.

Persamaan (3.66) menyatakan bahwa probabilitas transisi sebanding
dengan peluang mendapatkan elektron di keadaan awal dan peluang mendapatkan
tempat kosong di keadaan akhir. Kita juga menambahkan faktor n(e)+1 karena
transisi dari tingkat energi & ke &1 menambah jumlah foton sebanyak satu buah.
Fungsi delta Dirac menjamin bahwa foton yang dipancarkan memiliki energi persis
sama dengan selisih energi keadaan awal dan akhir.

Dengan cara serupa maka peluang per satuan waktu transisi elekton dari
keadaan dengan energi & ke & adalah

P, - ZT”\Mlz\zn(a)) Fe)l- f (e))0(s, — &, —hoo) (3.67)

Pada persamaan (3.67), transisi dari &1 ke & (dari tingkat energi rendah ke tinggi)
tidak mengubah jumlah foton dalam assembli sehingga pada persamaan kita hanya
menggunakan faktor n(w).

Dalam kondisi setimbang P12 = P2;. Karena operator momen dipol M
bersifat hermitian maka |[M12| = |[M21|. Dengan demikian, kondisi setimbang
melahirkan persamaan berikut ini

[n(@) +1]f (&)1 - f (g)]=n(w) f (&)1 - T (&,)]

atau
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N _ f(&)/-1f(5) (3.69)
n)+1 f(g)ll-f(s)]

Untuk memudahkan perhitungan mari kita definisikan fungsi berikut ini

__f(e) .
g(e) = TR (3.69)

Dengan definisi tersebut maka persaman (3.68) dapat ditulis

n(@) _9(s) (3.70)
n(@)+1  g(&)

Perhatikan suku di ruas Kiri persamaan (3.70). Suku tersebut hanya fungsi .
Karena & - & = how maka suku di ruas Kiri persamaan (3.70) hanya fungsi & - .
Berdasarkan sifat tersebut maka persamaan (3.70) dapat ditulis menjadi

g(&,) _ B
rgl) =¥(s, - 4a)

atau
9(&,) =¥(e, —&)0(s) (3.71)

dengan W(g2-¢1) adalah fungsi yang hanya bergantung pada selisih g2-€1.
Berdasarkan definisi tersebut kita dapatkan W(0) = 1.

Mari kira tulis &1 = ¢ dan & = £+ Ss Dengan demikian kita dapat menulis
persamaan (3.71) menjadi

gd(e +0g) =Y (0£)g(e) (3.72)

Kemudian kita uraikan fungsi-fungsi dalam dalam deret Taylor sebagai berikut
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g(e+0¢) ~ g(8)+d—953
de

\P(ag)zly(ond—ﬂ 56
dé‘ &=0

Kita definisikan juga d¥/dels-0 = S sehingga dapat kita tulis
W (d¢) ~1+ Boe . Dengan demikian, persamaan (3.72) menjadi

g(e) + d_g o = (1+ ,6’58)9 (&)
de

atau

% _ sy(e) (3.73)
de

Dengan mudah kita dapatkan solusi untuk g(e) sebagai berikut
g(e) = Ae”* (3.74)

dengan A adalah konstan. Kembali ke definisi g(&) pada persamaan (3.69)
kita dapatkan ungkapan untuk f(&) sebagai berikut

1

M= me 7 i1

(3.75)

Kita menulis 1/A sebagai exp[ ] sehingga diperoleh ungkanan akhir untuk
f(&) menjadi

fle)=— L (3.76)

AGYD) +1

Persamaan (3.76) tidak lain daripada fungsi distribusi Fermi-Dirac.
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Bab 4
MEKANIKA STATISTIK KUANTUM

Setelah cukup banyak membahas statistik yang berbasis pada formulasi
klasik, sekarang kita membangun statistik yang berangkat dari postulat kuantum.
Walaupun kita telah mempelajari assembli boson dan fermion yang merupakan
partikel kuantum, namun”interpretasi” statistik yang kita gunakan masih berbasis
pada interpretasi klasik. Salah satu ciri khas sistem kuantum yang direpresentasikan
oleh fungsi gelombang belum muncul pada pembahasan sebelumnya. Pada bagian
ini kita mempelajari statistik yang berangkat dari postulat kuantum.

Untuk memahami bagian ini secara mudah para mahasiswa diharapkan
meriew kembali kuliah Fisika Statistik dan Fisika Kuantum. Pemahaman tentang
operator serta beberapa sifat dasar operator, operator bra dan ket, operator fungsi
kerapatan, trace, dan lain-lain cukup penting untuk dipahami sebagai modal awal.

4.1 Fungsi Gelombang Sistem dan Liungkundan

Kita berangkat dari konsep gelombang dari partikel. Pada sembarang waktu,
fungsi gelombang ¥ suatu sistem terisolasi dapat diungkapkan sebagai superposisi
linier dari kumpulan ortonormal lengkap dari fungsi gelombang stasioner { ¢},
yaitu

¥ =>c.4, 4.1)

n

dengan c, adalah bilangan kompleks. Secara umum c, merupakan fungsi waktu.
Kebergantungan ¥ pada waktu ditentukan oleh kebergantungan ¢, pada waktu
karena {¢n} bersifat stasioner. Indeks n adalah bilangan kuantum untuk keadaan-
keadaan yang dimiliki assembli. Interpretasi dari ¢, adalah nilai |c,[> menyatakan
bahwa

-87 -



Probabilitas pengukuran yang dilakukan pada saat tertentu menemukan
sistem pada keadaan kuntum n

Catatan: Fungsi ortonormal artinya modulusnya sama dengan 1. Yang
dimaksud dengan lengkap adalah setiap fungsi sembarang selalu dapat
dinyatakan sebagai superposisi himpunan fungsi yang lengkap tersebut.
Fungsi yang berbeda hanya pada kumpunan konstanta superposisi.

Namun, dalam mekanika statistik, yang kita bahas bukan assembli yang
terisolasi melainkan assembli yang berinteraksi dengan lingkungan (dunia luar).
Dengan demikian, untuk assembli statistik sebenarnya superposisi pada persamaan
(4.1) tidak dapat langsung dipakai. Namun demikian kita dapat melakukan strategi
agar persamaan (4.1) tetap dapat digunakan. Caranya adalah memandang assembli
dengan lingkungan sebagai sebuah assembli baru. Karena tidak ada lagi yang lain di
luar gabungan assembli dan lingkungan maka gabungan assembli dan lingkungan
dapat dipandang sebagai assembli terisolasi yang baru.

ASSEMBLI + LINGKUNGAN = ASSEMBLI TERISOLASI BARU

Dengan trik demikian maka ungkapan fungsi gelombang pada persaman
(4.1) tetap dapat digunakan, namun dengan melakukan sedikit reinterpretasi. Di sini
fungsi gelombang tidak lagi bergantung pada koordinat assembli tetapi juga
bergantung pada koordinal lingkungan.

Dengan pendekatan semacam ini kita memiliki berbagai asumsi berikut ini.
Jika {4} menyatakan kumpulan lengkap fungsi gelombang stasioner yang dimiliki
assembli maka fungsi gelombang assembli + lingkungan tetap berbentuk
Y= chn¢n , dengan menafsirkan {c.} sebagai fungsi gelombang lingkungan. Jadi

kita memiliki dua macam fungsi gelombang, yaitu:

e Hinpunan {¢n} bergantung pada koordinat assembli dan

e Himpunan {cn} bergantung pada koordinat lingkungan dan waktu.
Dengan demikian, fungsi gelombang total merupakan superposisi dari perkalian
fungsi gelombang assembli dengan fungsi gelombang lingkugan.

4.2 Nilai Rata-Rata
Dalam teori kuantum Kita sering berhadapan dengan operator. Nilai suatu

besaran fisis sama dengan nilai ekspektasi dari operator terkait. Jika O adalah
sebuah operator yang berkaitan dengan sebuah observable (besaran yang dapat
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diamati) yang dimiliki assembli maka nilai besaran tersebut yang terukur pada suatu
saat adalah

(wfole) ZTCenca)(d0
CIR HAKNIATS

o

(4.2)

Karena {¢} adalah himpunan fungsi gelombang ortonormal maka (@) = dm.
Dengan sifat demikian maka kita mendapatkan

o) Tl
(¥|¥) ZZ(CM

ZZ(cn,cm)<¢n0¢m>

= m (4.3)

PACHY:

Proses pengukuran biasanya memerlukan waktu yang cukup lama jika
dibandingkan dengan waktu ”proses molekuler/atomik™ tetapi jauh lebih pendek
dibandingkan dengan waktu yang berkaitan dengan “’resolusi alat ukur”. Dengan
demikian, besaran sebenarnya yang diperoleh dari hasil pengukuran adalah perata-
rataan besaran tersebut terhadap selang waktu yang lebih lama dari waktu proses
molekuler dan lebih pendek dari waktu resolusi alat. Jadi, besaran yang didapat dari
hasil pengukuran sebenarnya bukan (4.3) itu sendiri, melainkan perata-rataan (4.3)
terhadap waktu, yaitu

DR ACEBCATN
<o> n_m Z(cn, ) (4.4)

Karena variabel waktu hanya tertuang dalam fungsi ¢, maka kita dapat menulis
ulang persamaan (4.4) menjadi

DR ACKRICACH
2.(c.c.)

n

(4.5)

©)==
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Sekarang kita tinjau suatu assembli yang memiliki volum V. Assembli
tersebut dianggap berinteraksi cukup lemah dengan lingkungan sehingga energinya
hanya bervariasi antara E sampai E+4 di mana A << E. Kita pilih {¢} sebagai
himpunan fungsi eigen ortonormal dari hamiltonian H assembli tersebut, yaitu

H¢n = En¢n (45)

4.3 Postulat Mekanika Statistik Kuantum

Ada dua postulat yang melandasi mekanika statistik kuantum, yaitu

Postulat “Equal a Priori Probability”

Postulat ini menyatakan bahwa semua keadaan kuantum memiliki peluang
yang sama untuk muncul. Lebih lanjut, tidak ada keadaan yang memiliki energi
kurang dari E atau lebih dari E+AE karena energi assembli hanya ada dalam rentang
E sampai E+AE. Postulat tersebut dapat dituangkan dalam ekspresi matematika
sebagai berikut

(4.6a)

E<E,<E+A
(c,.C) =

0 E,<EatauE, >E+A

Postulat Fase Random

Postulat ini menyatakan bahwa kemunculan satu keadaan tidak
mempengaruhi oleh kemunculan keadaan lainnya. Artinya tiap keadaan muncul
secara random dari tidak mempengaruhi atau dipengaruhi oleh keadaan lainnya.
Secara matematis, postulat tersebut dinyatakan oleh ekspresi berikut ini,

(c,,c,)=0, n=m (4.6b)

Catatan: Jikan munculnya satu keadaan dipengaruhi oleh keadaan lainnya
maka (c c,) #=0.

Dua postulat di atas dapat diungkapkan dalam satu ekpresi umum sebagai
berikut

2
T S0l E<E, <E+A @7
0, E,<Eatau E, >E+A
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Dengan menggunakan persamaan (4.7) maka persamaan (4.5) dapat ditulis menjadi

o TT) T)

Z‘bn‘z Z‘bn‘z

4.4 Matriks Kerapatan

Sebuah operator terdefinisi secara lengkap jika semua elemen matriksnya
terhadap suatu himpunan keadaan yang lengkap telah terdefinisi. Jika ini diketahui
maka elemen matriks terhadap himpunan keadaan lengkap lainnya dapat diketahui
melalui transformasi sederhana (transformasi tersebut sangat umum dibahas pada
kuliah mekanika kuantum). Kita dapat menentukan matriks kerapatan dengan
terlebih dahulu mendefinisikan nilai-nilai elemen matriksnya pada himpunan fungsi
eigen dan hamiltonian H, yaitu {¢n}. Karena dengan mengetahui nilai elemen
matrik pada huimpunan keadaan tersebut maka elemen pada himpuyna keadaan
lainnya dapat ditentukan dengan mudah.

Untuk mudahnya kita definisikan matariks kerapatan o di mana elemen-

elemennya memenuhi

A

P = (Bl Pl ) = Sl (4.9)

Ini artinya matriks p dalam himpunan {¢} adalah matriks diagonal, atau

bf 0 0 o0

5e 0 [ 0 o (4.10)
0 0 0
0 0 0 ff

Jika kita memilih himpunan lengkap yang lain, misalnya { yn} maka kita
selalu dapat memperoleh elemen matrik kerapatan dalam himpunan lengkap ini
melalui transformasi yang dibahas berikut ini. Karena {¢#} adalah himpunan yang
lengkap maka kita selalu dapat menulis

| Z0) = 2 | (4.10)
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di mana anm = {¢m|ym). Elemen matriks kerapatan dalam himpunan { y»} adalah
P =2ulPl2n)

:Zp:;a;PaHQ<¢P"b‘ZQ>:Zplzq;a;panqppq (411)

Tampak bahwa p’mn dapat diperoleh dari pmn melalui perkalian matriks sederhana.
Cara lain mengungkapkan operator p sebagai berikut

p=te pet=( il e xSl

Al )¢

=;;\¢n><¢n

=16 )Pun {0 | (4.12)

Dalam notasi matriks kerapatan, nilai rata-rata hasil pengukuran suatu
observabel adalah

) PRXAICCTHED B WM
< - Zn:‘bn‘z = Zn:pnn

S5 (0408 X0 Sl 0o
) Zn‘,pnn ) Zn:pm

© 0

o)

Mengingat Zn\¢n><¢n |=1 maka kita dapat menulis

(6)= ;@m 2ol — Tr(’sfﬁ) (4.13)
> Pon Tr(p)
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Di mana Tr(..) menyatakan jumlah elemen diagonal suatu matriks, atau

Tr(A)=3 A

4.5 Ensembel Mikrokanonik

Dalam representasi {¢#} yang merupakan himpunan lengkap fungsi eigen
Hamiltonian, elemen matriks kerapatan assembli dalam ensembel mikrokanonik
adalah

pnm = 5nm|bn|2
di mana

|bn2:{1, E<E,<E+A (4.14)

0, E,<EatauE, >E+A

Dengan demikian operator matriks kerapatan dapat ditulis

p= T3 l0) o] = S Dl | = Tl (5

= o (= Sla el Tl ]

= EZE\¢n>xox<¢n\+E EZE\qin>x1x<¢n\+EZE;\A¢n>xox<¢n\

= D)4 (4.15)
dan

Tr(ﬁ)=z<¢mb¢m>=z<¢m z|¢n><¢n|¢m>

DIPX AT

=3 D 6O = 2.1=T(E) (4.16)
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di mana I'"(E) adalah jumlah keadaan yang berada dalam selang energi antara E
sampai E+A4.
Kita mendefinisikan entropi mikrokanonik sebagai

S=kInT(E) (4.17)

Jadi entropi dalam assembli mikrokanonik sebanding dengan logaritma jumlah
keadaan yang dimiliki assembli tersebut.

4.6 Ensembel Kanonik dan Grand Kanonik

Elemen matriks kerapatan ensembel kanonik diturunkan dari probabilitas
menemukan assembli dalam ensembel kanonik, yaitu

Py =08 (4.18)

Dengan demikian operator matriks kerapatan

p= Zn)Zm:|¢n>pnm<¢m|= anZml|¢n>5nme‘E"’”<¢m|

=2l ™ = 2 e

=2 ") = e ) | = T4 ]

=g M/ (4.19)

Dengan demikian fungsi partisi kanonik dan nilai rata-rata pengukuran observable
O memenuhi

Z, =Tr(p)=Tr(e"'T) (4.20)
. 5 Tr(ée—HIkT)
<o>N === (4.21)

Fungsi partisi grand kanonik adalah
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ZG — Zze(/tN—Ei)/kT
N

:Tr(e"”’”“””) (4.22)

dengan N adalah operator jumlah partikel untuk assembli. Operator tersebut
memenuhi persamaan

N=> 0, (4.23)

di mana A, adalah operator jumlah partikel pada keadaan ke-s dan memenuhi

A ¢, ) = n|¢, ) - Selanjutnya kita dapat dengan mudah memperlihatkan hubungan
berikut ini:
|, ) = NGy, ) (4.24a)
(10| ¢,) = 8,8, (4.24b)
(#N|g,) = zs“<¢, | ¢,) = ;nﬁqs% =N, - (4.24c)

Nilai rata-rata pengukuran observable O dapat diperoleh berdasarkan
pemikiran sebagai berikut. Perhatikan persamaan (4.20) dan (4.21) untuk ensembel
kanonik. Bagian dalam tanda Tr(..) pada persamaan (4.21) tidak lain dari operator

O dakalikan dengan bagian dalam tanda Tr(...) dalam persamaan (4.20). Bagian
dalam tanda Tr(...) pada persamaan (4.20) tidak lain daripada operator untuk
mencari fungsi partisi kanonik Zy. Dengan pola pemikiran yang sama, maka kita
dapat menentukan nilai rata-rata observabel O dalam ensembel grand kanonik
dengan menggunakan persamaan yang mirip dengan persamaan (4.21) dengan cara
mengganti operator fungsi partisi kanonik pada persamaan (4.21) dengan operator
fungsi partisi grand kanonik.

Berdasarkan persamaan (4.22), operator fungsi partisi grand kanonik

diperoleh dengan mengganti Zy di dalam penjumlahan dengan e M Dengan
demikian, nilai rata-rata observabel dalam ensembel grand kanonik menjadi
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) A o= (F =) /KT
(6)= Tr(Ge--u) (4.25)

Zg

4.7 Metode Operator

Perlu dipahami bahwa aljabat operator tidak persis sama dengan aljabar
bilangan biasa karena banyak operator yang tidak bersifat komutatif. Secara umum

operator A dan B memenuhi aturan berikut ini

|A.B]= AB-BA~0. (4.26)

Dengan aturan ini mana secara umum ketidaksamaan berikut berlaku:
exp(A+ B) = exp(A)exp(B) . Hanya jika A dan B bersifat komutatif baru terpenuhi

exp(A+ B) = exp(A)exp(B) . Secara umum persamaan yang berlaku adalah

Mari kita tinjau sebuah kasus dia mana suatu assembli disusun oleh N
sistem kuantum. Hamiltonian tiap sistem adalah H =—72V?/2m+V (F) . Persamaan

Schrodinger untuk satu sistem adalah |:|qas = ¢,¢, dengan ¢s adalah fungsi eigen dan

& adalah energi eigen. Karena di dalam assembli terdapat N sistem maka bentuk
paling sederhana dari fungsi gelombang assembli menenuhi

v, =]]e. (4.28)

Fungsi grand partisi memenuhi persamaan

Z, :Tr{exp{— H ;T’UN )}} (4.29)

Dengan menggunakan persamaan (4.27) maka Kita dapat menguraikan
persamaan (4.29) menjadi

exp _H exp #N =exp _H-=N exp 1 —i,ﬂ
kT kT KT 2| KT kT
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Kerana operator H dan N bersifat komutatif maka komutator dalam eksponensial
suku paling kanan sama dengan nol. Dengan demikian kita peroleh bentuk
sederhana berikut ini

exp _H exp| =— N = exp _H-m
KT KT kT

Akhirnya fungsi grand partisi (4.29) dapat ditulis dalam bentuk lebih sederhana
sebagai berikut

Z, _Tr{exp{—%}e pk_’l\_l }} (4.30)

Kita dapat menyatakan hamiltonian dan operator jumlah sistem di dalam
assembli dengan operator jumlah sistem yang menempati tiap keadaan seperti
ungkapan berikut ini

z (4.31)
N = YA, (4.32)

Substitusi persamaan (4.31) dan (4.32) ke dalam persamaan (4.30) maka diperoleh
bentuk lain dari fungsi grand partisi

z, —Tr{exp{ S ]aluz kT}

—Tr{Hexp[ (2, ﬂ)}} (4.33)

Mengingat sifat Tr(..) yang memenuhi kesamaan Tr(AB) =Tr(A)Tr(B)
maka fungsi grand partisis (4.33) dapat ditulis menjadi

HTr {exp[ }} H Z, (4.34)
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dengan

Z =Tr {exp{— W}} (4.35)

Dari ungkapan pada persamaan (4.35), jelas bahwa operator
exp[— A (e, — )/ kT] berbentuk matriks diagonal yang dapat ditulis sebagai

e—nl(gl—y)/kT 0 0 0

. 0 e—nz(gz —u) KT 0 0

exp[— N (&, — y)/kT] = 0 e na(es/KT
0 0 0

Karena Tr(..) adalah jumlah elemen diagonal maka menjadi jelaslah bahwa

Z ze—nl(gl—,u)/kT+e—n2(£2—y)/kT +e—n3(53—,u)/kT+
s

_ Ze—ns (2s=p) KT (4.36)

Untuk fermion, jumlah sistem yang boleh menempati satu keadaan hanya
boleh 0 atau 1, atau ns = 0 dan ns = 1. Dengan demikian, penentuan Zs untuk fermion
hanya melibatkan dua suku penjumlahan sehingga diperoleh

Z f — e—0><(£s —u) KT + e—1><(6s —u) kT
S

=14¢ KT (4.37)
Akhirnya fungsi grand partisi untuk fermion adalah

28 =TIp+e "] (4.38)

Untuk boson jumlah sistem yang boleh menempati satu keadaan hanya
boleh berapa saja, atau dari 0 sampai tak bergingga. Dengan demikian, untuk boson

- 98 -



S s(es—u)lK 1
ZSb = Ze N (es—p) KT _ A (4.39)

ng=0

Akhirnya fungsi grand partisi untuk boson adalah

1
7! = H[W} (4.40)

Sekarang kita menghitung jumlah rata-rata sistem pada keadaan ke-s.
Dengan menggunakan persamaan (4.25) maka kita dapat menulis

Trif.e (07T

n)= s
n)= "0
=Yg (eg =) KT 0 ~Xhsle-p)/kT
Trine Tre—kKT —e *
— _ ags
= Z - 7
— D fig (s —p) [ KT
;Tr{e ¢ } iZG
=—kT % = kT ¢
Z; zG
0
=—kT—InZ, (4.41)
os

S

Jumlah rata-rata sistem fermion pada keadaan ke-s adalah

(n/)=—kT ai;sln zl=—kT %In 1:[[1+ g (e T

S

= kT ai Z In [1+ e—(ss.—p)/kT]

1 (e —p) KT
:_l<-|-z:l-_|_e—(£s —u) KT ( ijXe Xas,s'
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o (es—m) /KT

= 1+ e—(ssr—,u)/kT
1
= e (4.42)
Jumlah rata-rata sistem boson pada keadaan ke-s adalah
b\ _ 0 - 0 1
S S S
0 (e
=KkT —Y Infl—g =T
S Zrhee]
1 1 e
= kTZWX [ﬁjx € (Gt X 55,5'
=
g (ea /KT
e G mIKkT
_ 1 (4.43)

el MK _q

Selanjutnya Kita diskusikan contoh lain yang sedikit lebih rumit. Perlu
sedikit kemampuan matematika untuk memahaminya. Misalkan kita memiliki gas
yang terdiri dari dua jenis partikel. Kedua partikel tersebut saling berinteraksi
dengan energi potensial Vo yang dianggap konstan. Kita ingin menentukan fungsi
grand partisi untuk assembi tersebut.

Kita mulai dengan menentukan hamiltonian sistem yang terdiri dari dua
jenis pertikel yang berinteraksi. Hamiltonian dapat ditulis dalam bentuk operator
kreasi dan anihilasi berikut ini

H = lesa,a, +ei8;6, )+ Y vilash, +5;a,) (4.44)



Suku pertama adalah suku energi partikel terisolasi dan suku kedua adalah suku
energi interaksi. Operator é;, ép, 6;, dan Bp adalah operator kreasi dan anihilasi

untuk partikel a dan b. Fungsi grand partisi assembli tersebut adalah
Z. :Tr{exp[— BH - yNIJ}
dengan

N =Y (a4, +bb)) (4.45)
P

Dengan adanya suku interaksi maka operator eksponensial menjadi tidak
diagonal. Untuk mencari Tr(...) maka kita perlu mendiagonalkan terlebih dulu
operator. Untuk maksud tersebut kita perlu melakukan sejenis transformasi.
Transformasi untuk menghasilkan operator diagonal kita lakukan dengan

memperkenalkan operator quasi partikel Ap dan Bp yang memenuhi hubungan

berikut ini
A, =4, cos0+b,sin g (4.46)
B, =—4,sin 0+b, cosg (4.47)

Transformasi semacam ini sering disebut transformasi Bogoliobov. Transformasi
(4.46) dan (4.47) adalah transformasi ortogonal. Inversi dari transformasi tersebut
adalah

4, =A, cos0-B,sin o (4.48)
b, =4,sin 6+ B, cosd (4.49)
Operator kreasi yang berkaitan adalah

= A cosd-B;sin 0 (4.50)

=4;sin 0+ B/ cosd (4.51)



Dari bentuk operator (4.46)-(4.51) kita dapatkan perkalian berikut ini

A+A  _ A+ A 29 AR : _RHA : R ein 2
apap_ApApcos 0 Apocosesme BpApcosesmHJr Bposm o0

B, (— 2 cos@sin 6+ £° cosfsin 6 +V,[cos? 0 —sin? o))

b
p
+B Ap(— £5cosgsin 0 + &, cosgsin O +V,[cos? 0 —sin?0))

Jelaslah bahwa operator eksponensial dalam fungsi grand paertisi menjadi diagonal
jika koefisien dari A'B_ dan B’A_ pada persamaan di atas adalah nol. Dengan

demikian syarat diagonal adalah
— £2C0s6siN 0+ £° c0s Osin 6+V, [cos? 0 —sin? 6]=0
atau

(s —gg)x%sin 26 +V,c0s260 = 0

Yang memberikan bentuk untuk sudut & sebagai berikut

2V,

&p — &

tan 20 = (4.52)
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Jika kita mendefinisikan parameter berikut ini

2 = 5c08” 0+ &) sin? 6+ 2V, cosGsin 6 (4.53)
dan

A, =epc0s’0+¢)sin’ 6 (4.54)

p:

maka kita dapat menulis hamiltonian menjadi

HouN =S 2AA + 288 - ulAA +BB,)
p
- Z(ﬂ% - ,u)A;Ap + (A?) - ,u)é;ép (4.55)
p

Karena hubungan komutatif berikut berlaku, [A;Ap, é;épJ: 0 maka

o0l Sl - wiA + (4838, |

s

p

Dengan demikian fungsi grand partisi menjadi

Tr{exp{z(ﬁ;-u>A;Ap}exp{z<fp—u>ésép}

p

A

p
=2272 (4.56)

dimana ZZ dan Zg didefinisikan sebagai



yA =Tr{exp 3 (4 - w)ATA } =D e™ " (4.57)
S ng

z® =Tr{exp 3 (4 - u)B:B, } - I_IZe’”'b’“?””)'kT (4.58)

4.8 Formulasi Alternatif

Sekarang kita coba membahas penurunan fungsi grand partisi boson dan
fermion dengan metode lain. Fungsi grand partisi boson dan fermion yang telah kita
turunkan sebelumnya dapat dinyatakan dalam bentuk umum

Z. = H(1+ aze” )0 (4.59)

J

dengan g = -1/kT, z =€, & = +1 untuk fermion dan « = -1 untuk boson. Jika kita
ambil logaritma dua ruas persamaan (4.59) maka kita dapatkan,

NZs=a), In(1+ azeﬂ‘g") (4.60)
i
Kita ingat kembali definisi berikut ini yang dipelajadi di kuliah Kalkulus,
dx
Inl+x)=|——
( ) J1+ X

Selanjutnya kita uraikan 1/(1+x) dalam deret Taylor sebagai berikut

-

n+l,,n-1
X

=1-x+x*=x*+..+(-)) +.

+ X
(_l)n+1xn—1

n=1

=

Dengan demikian kita dapat menulis
dx X"
IN(L+x)= | ——=> (D" x"Mdx = ()" =
()J1+X§()j 2D
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Jika kita substitusi x = aze”™’ maka diperoleh
pe,
In(L+ 0ze™) = Z( 1)"*1(0{LI

Dengan menggunakan ungkapan di atas maka fungsi grand partisi pada persamaan
(4.60) dapat ditulis dalam bentuk berikut ini

Nz, —“ZE‘ e (aze:‘l) é(_l)maw zn ;en&,

—Z( )iamE Q(nﬁ) (4.61)
di mana

anp) = e"" (4.62)

Pada bagian awal kita sudah turunkan persamaan yang menghubungan
perkalian tekanan dan volum dengan fungsi grand partisi sebagai -gPV = In Zg.
Dengan demikian bentuk perkalian tekanan dan volum memenuhi

APV =3 q(nﬂ) (4.63)

Jumlah rata-rata partikel dalam assembli memenuhi

—zaﬁlnz —Z—Z( gt 2 q(nﬂ)

=2 (D" a"2"q(np) (4.64)

Energi rata-rata assembli dapat ditulis dalam bentuk

C a n+1 n+1z
E = 5% aﬁZf ) a(np)



=Z )"y Mzn 6qa(;ﬂ) (4.65)

Dari persamaan jumlah rata-rata sistem dalam assembli kita dapat
menentukan jumlah rata-rata sistem dalam tiap tingkat energi sebagai berikut,

N:Z( 1)n+1 "“z”q(nﬂ) Z( 1)n+1 n+l nzen&,

2,0
:aZZ(—l)”*l(azeﬂg‘) =ay, aze” =Z o ze ﬁ

T ~1+ aze” 71+ aze™

P
ze™!
-y . (4.66)

71+ aze”™

Persamaan (4.66) dapat ditulis sebagai N = Zj m; sehingga jumlah rata-rata

partikel pada tingkat energi ke-j memenubhi

26

i=

(4.67)
1+ aze™

Dari persamaan (4.67) kita dapat ungkapkan jumlar rata-rata sistem pada
assembli boson dan fermion. Untuk boson (« = -1) persamaan (4.67) menjadi

e (4.68)
P e e g e g '
Untuk fermion (« = +1) maka persamaan (4.68) menjadi
e (4.69)
T e e e 4 '

4.9 Kondensasi Boson dan Non Kondensasi Fermion

Sekarang kita menyelidiki satu sifat yang menarik untuk boson dan
fermion. Kita pisahkan partikel yang berada di keadaan dasar dan keadaan di
atasnya (Kita sebut keadaan terkesitasi). Untuk maksud tersebut kita lakukan
penguraian sebagai berikut
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a(8) =9, +4.(B) (4.70)

di mana go adalah kontribusi keadaan dasar dan ge adalah kontribusi keadaan
lainnya (keadaan terkesitasi). Dengan definisi ini maka kita dapat menulis jumlah
rata-rata sistem dalam assembli sebagai berikut

N = Z( D™ a"'z"[g, +0.(nB)]

—0!902( D)™ (ez)" +Z( D™ a"2"g,(np)

+Z( 1)n+1 n+1znqe(nﬁ)

— 1_gi_0:ﬂ +§( 1)n+lan+1znqe(nﬁ) (471)

Sekarang kita tentukan bentuk untuk boson dan fermion. Untuk boson (& =
-1) persamaan (4.71) menghasilkan

n+l

n+l ane (nﬂ)

-, S e @.72)

Dari persamaan (4.72) kita dapatkan jumlah sistem yang berada pada keadaan dasar
adalah

Ng = Jo? 4.73)

Tampak dari persamaan (4.73) bahwa jika z — 1 maka No —co. Ini berarti banyak
sekali partikel yang berada pada keadaan dasar. Kondisi ini disebut kondensasi
Bose—Einstein.

Untuk fermion (« = +1) persamaan (4.71) menghasilkan



N =22 43 ()" (1)"*2"q, (nf)

1+z
_ 902 _q)nign 4.74
B 3o @74

Dengan demikian jumlah sistem yang berada pada keadaan dasar untuk assembli
fermion adalah

N = oZ 4.75
S ) (4.75)

Karena z <1+z maka No < go. Namun, go itu sendiri adalah degenerasi keadaan dasar.
Jadi jumlah fermion di keadaan dasar selalu lebih kecil daripada degerasi keadaan
dasar tersebut. Jumlah fermion di keadaan dasar selalu terbatas. Ini adalah implikasi
dari prinsip ekslusi Pauli. Oleh karena itulah fermion tidak pernah menunjukkan
gejala kondensasi atau kita tidak pernah mendapatkan kondensasi Fermi-Dirac.

4.10 Tekanan Gas Kuantum Ideal

Sekarang kita akan menentukan tekanan yang dihasilkan oleh gas boson
dan gas fermion. Untuk assembli boson dalam ensembel grand kanonik kita
memiliki persamaan

PV & 1
- Zj:ln(l_eﬂ( ﬂ)/kT): Zln[lJreﬁ‘T)’”_J =

J

=Z|n(l+bj) (4.76)

di mana kita memperkenalkan bentuk altenatif

b, = (e _q)?* 4.77)

J

Tekanan pada persamaan (4.76) merupakan tekanan yang dihasilkan boson atau
fermion dan kita definisikan sebagai tekanan gas kuantum. Jumlah rata-rata sistem
dalam assembli adalah

=

1
=2 = 2.0 (4.78)
J

i €
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Kita dapatkan selisih antara tekanan gas kuantum (tekanan yang memenubhi
persamaan (4.76)) dengan tekanan gas ideal (NKT/V) sebagai berikut

NVT= Z[In(1+b) ] 4.79)

Kita akan mengecek tanda yang dimiliki persamaan selisih (4.79): apakah
positif atau negatif. Tanda jenis tanda menyimpulkan apakah tekanan gas kuantum
lebih besar atau lebih kecil daripada tekanan gas ideal. Untuk maksud tersebut mari
kita perhatikan fungsi berikut ini

f(X)=In(1+x)—x

ﬂzi_lz_(l_ij
dx 1+x 1+x

Karena x > 0 maka df/dx < 0 untuk semua x > 0. Pada nilai x yang memenuhi x — 0
kita dapat uraikan f(x) dalam deret Taylor dan diperoleh sebagai berikut

2 3 2 3
f(x)= x—X—+X——... —x=—X—+X——...
2 3 2 3

Dengan demikian

f(x)  -x*/2
limx—0 limx—0

Dari sini kita simpulkan bahwa f(0) < 0 dan fungsi f(x) bersifat monoton
turun. Jadi f(x) selalu negatif untuk semua x > 0. Ini berimplikasi bahwa
P—NKT/V <0 atau P < NKT /V . Untuk gas ideal klasik P = NkT /V . Dengan
demikian, tekanan gas boson ideal lebih kecil daripada tekanan gas ideal klasik. Ini
disebabkan oleh adanya tarikan antar partikel boson. Tarikan inilah yang
menyebabkan terjadinya kondensasi Bose-Einstein.

Untuk assembli fermion dalam ensembel grand kanonik kita mendapatkan
hubungan
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PV €= 1
AL _Zj:|n(1+eﬂ( ,u)/kT)z _Zj:m(l_—eﬂ(g‘”)m +J

KT
- —Zln(l— f) (4.80)
J
di mana
fJ — (e_ﬁ(ej_ﬂ)/kT +1T1 (481)
Jumlah rata-rata partikel dalam assembli adalah
— 1
N :Zj:mzzj:fj (4.82)
Dengan demikian kita dapatkan selisih antara P dengan NKT/V sebagai
(4.83)

kT KT
P-N 7=—sz;[|n(1— f,)+ 1]

Di sini juga kita akan mengecek apakah tanda yang dimiliki persamaan
selisih (4.83). Untuk maksud tersebut mari kita perhatikan fungsi berikut ini

f(X)=In(1-x)+x

a -1 1
—_— 4]l =1——
dx 1-x 1-x
Mengingat x = maka 0 < x < 1. Dengan demikian 1/(1-x) > 1. Oleh

T B(e—n)IkT .
e Blej—u) KT +1

karena itu df/dx = 1-1/(1-x) < 0. Jadi, fungsi f(x) bersifat monoton turun.
Pada kondisi di mana x memenuhi x — 0 Kita dapat uraikan f(x) dalam

deret Taylor dan diperoleh sebagai berikut

Jelas di sini bahwa untuk x — 0, f(x) < 0. Karena f(x) monoton turun maka f(x)
negatif untuk semua 0 < x < 1. Dengan demikian, untuk fermion P —NKT /V >0.
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Ini artinya tekanan gas fermion ideal lebih besar daripada tekanan gas ideal klasik.
Ini hanya mungkin disebabkan oleh adanya tolakan antar partikel fermion akibat
perinsip ekslusi Pauli.

4.11 Persaman Gerak Matriks Kerapatan

Pada bagian berikut ini kita akan menganalisis persamaan gerak untuk
matriks kerapatan. Kembali ke bentuk matriks kerapatan

5= Tl ot (4.84

Jika waktu berubah maka keadaan yang diijinkan bagi sistem juga berubah. Secara
umum Kita dapat menulis kebergantungan matriks kerapatan pada waktu sebagai
berikut

LOEDAIAQ)IRRO] (4.85)

Untuk mencari persamaan gerak bagi matrik kerapatan sehingga
kebergantungan matriks kerapatan pada waktu dapat ditentukan, mari kita tinjau

A

cara berikut ini. Misalkan {|En)} adalah kumpulan fungsi eigen dari Hamiltonian H
dan {En} adalah nilai-nilai eigen yang bersesuaian maka

H|E,) = E,|E,) (4.86)

Keadaan sembarang |#(0)) pada saat t=0 selalu dapat diuraikan atas fungsi eigen
{|En)} sebagai berikut

dengan C,. = <En. \¢n>. Dengan menggunakan koefisien tersebut maka persamaan
(4.87) dapat ditulis

[#,(0)) = 2_|Eq )(Er ¢, (0)) (4.88)
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Setelah kita mengetahui keadaan-keadaan |¢n) pada saat t=0 maka kita dapat
menentukan keadaan-keadaan |¢n) pada saat sembarang melalui transformasi berikut

‘¢n (t)> = z‘ En'>eiiEnI”h <En ‘¢n (0)>
= > E, HE, [4,0))

=2 "By )(E, |4, (0))

—e Y E,)(E, [4,0)

_ e—iHl/h

4,(0)) (4.89)

Dengan demikian, matriks kerapatan pada saat t menjadi

A1) =" e (0)) oo (4, (0) ™"

ﬂ“%Z%@VM%@}WH

—itit/n '\(O)elHt/ﬁ (4.90)

Pada penurunan persamaan (4.90) kita sudah menggunakan sifat hermitian

dari operator Hamiltonian, yaitu H* = H . Lakukan diferensial persamaan (4.90)
terhadap waktu sehingga diperoleh

a_,b:_lH —iHt/n A(O)elHt/h e—lHt/h A(O)elHt/hﬂ
ot h h
= _ﬂ O+ ﬂ

h pre h
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=_L(p|,3_,3|q) (4.91)
Dari persamaan (4.90) kita juga mendapatkan
Tr (ﬁ(t)) :Tr(e—ilfit/h'b(o)eil:it/h):Tr(e—il:it/hei!:it/hlb(o))

=Tr(5(0) (4.92)

Untuk assembli kanonik ungkapan untuk matriks kerapatan dapat
p=e KT =M Dengan demikian

%p — He™ = Hp (4.93)

Dalam representasi posisi maka persamaan (4.93) mengambil bentuk

<xg§ x') = (x|Hp ax')

x) = (xA(]

e

X)

0 NI
%<x 2| x')dx

AxX)=[(x|H

)

55000 8) = [ASGX) p x f)aX

=H,p(xx'; B) (4.94)

di mana operator Hy hanya bekerja pada variable x, bukan variable x’. Persamaan
(4.94) adalah persamaan dasar untuk menentukan kebergantungan matriks
kerapatan terhadap suhu. Pada perumusan ini suhu seolah-olah berperan seperti
variabel waktu pada perumusan mekanika kuantum. Berikut ini Kita akan
menurunkan matriks kerapatan untuk beberapa kasus sederhana.

4.12 Persamaan Kerapatan Sistem Bebas

Pertama Kita bahas partikel bebas yang bergerak dalam ruang satu dimensi x
(tidak mendapat gaya apa pun). Hamiltonian adalah
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2 2

Dengan menggunakan Hamiltonian (4.95) makapersamaan matriks kerapatan (4.94)
menjadi

2 2

0 h® 0
PN ' 4.96
Py p(xx'; B) o o p(xx'; B) (4.96)

Untuk menyelesaikan persamaan diferensial (4.96), kita kenalkan variabel
baru berikut ini

__ X=X (4.97)

" 2rpim

Elemen matriks kerapatan menjadi fungsi dua variabel, 7 dan x’, atau p(n,X’).
Dengan permisalan tersebut maka

op _0pon__1ndp (4.98a)
op onop  2pon

9p _0pon_op__ 1 (4.98b)
ox Onox  on.-2n2BIm

O’p_dpong 1 1 o (4.98¢)

o o’ X \—orgim  2n*pImaon’
Substitusi persamaan (4.98a) — (4.98c) ke dalam persamaan (4.96) maka diperoleh

17 op hz[ 1 a%)

atau

TP P g (4.99)
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Untuk mencari solusi persamaan (4.99) kita mulai dengan permisalan
berikut ini,

) (4.100)

Dengan permisalan ini maka persamaan (4.99) dapat ditulis menjadi

99 . 200 =0 (4.101)
on

Solusi persamaan (4.101) sangat standar, yaitu
() = C,exp(-n") (4.102)

Dari persamaan (4.100) dan (4.102) kita peroleh persamaan diferensial
berikut

0
L =Ciexp(-n’)
n
yang memiliki solusi umum
n
p(7) =C, [exp(-n*)d7' +C, (4.103)
0

Untuk menentukan konstanta C1 dan C; kita menerapkan syarat awal. Salah
satu syarat awal adalah

PO o
lim ﬁ—>0_5(x x) (4109

Dengan syarat awal (4.104) maka persamaan (4.103) dapat ditulis menjadi

n

[exp(n)dn'+C,

0

pln)
limp—0 ‘limBg—0
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(x-x)/y/2r2B/m [ ] 1
=C, . exp|(x — x)?/(2h° f1 m) |-——dxC
Hlimp —0 !.. J-2npim

_ ﬁ"m P [exploc—xy? f2n prmax + c,

_L(_ zhzﬂ/m)(s(x— x)+C,=5(x-x')

- 2n2Im

Dari hubungan ini kita dapatkan

=t - |-M™ dancC,=0 (4.105)
J-2r2gim \-2n°p

Akhirnya solusi umum matriks kerapatan menjadi

m (x=x")1y/-2r2BIm
XX B) = |——— exp(-n'2)dn'
PO B) =\ [ s j p(-n"*)dn

m \/; 2 (x=x")/\/-2r%BIm
= oa | = ety
—-2nB 2 |z !

_ M M )2 .106
\/—Shzﬂerf[\/—thﬂ(X x)] (4.106)

4.13 Matriks Kerapatan Sistem Osilator Harmonik

Berikutnya kita tinjau kasus lain, yaitu osilator harmonik. Hamiltonian
osilator harmonik adalah

2 2 2
H 2_25)(2+m;’ X2 (4.107)
m

Dengan demikian persamaan matriks kerapatan menjadi
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X2 p (4.108)

Untuk menyederhakan penyelesaian, sekarang kita perkenalkan variable
sebagai berikut

g= D@y (4.109)
n
hao hao

fo_t0p_ N0 4.110
2 P (4.110)

Dengan variable baru tersebut maka persamaan (4.108) menjadi

_Op__ N (4.111)
of 2m oE? +ep

Syarat batas untuk p adalah p = 5(x-x’) jika f = 0, atau

= \/?5(5 ) (4.112)

Jika f = 0. Syarat kedua diperoleh setelah kita menggunakan hubungan yang berlaku
of (x
51~ 11x,))-

Pada suhu tinggi, atau f kecil maka kelakuan partikel akan mendekati
kelakukan partikel bebas. Dengan demikian, aproksimasi untuk matrik kerapatan
pada suhu tinggi haruslah sama dengan persamaan (4.112). Dengan demikian kita
dapat menulis

bagi fungsi delta Dirac, yaitu §(x—x, ) =

E-¢)°
pee f)~ 47zhf exp{ T } (4.113)

Untuk mencari fungsi o pada berbagai nilai suhu, mari kita misalkan
p =expl-[a(f)&2 +b(f)E+c()]} (4.114)
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dengan a, b, dan c adalah konstanta. Substitusi fungsi coba-coba di atas ke dalam
persaman (4.111), kita peroleh

a2 +b'E+c'=(1-4a)E? —4abé +2a—b? (4.115)

Samakan koefisien yang mengandung pangkat &yang sama di ruas kiri dan kanan,
maka kita peroleh persaman berikut ini

a'=1-4a’ (4.116a)
b'=—4ab (4.116b)
c'=2a-b? (4.116c¢)

Solusi umum persamaan (4.116a) adalah

a= %coth 2(f - 1) (4.117)

Dengan menerapkan syarat batas bahwa p = &(x-x’) jika f = 0, dan melihat
approksimasi untuk p pada suhu tinggi (persamaan (4.113)) maka kita harus
mengambil fo = 0 sehingga

a= %coth 2f (4.118)

Subsitusi persamaan (4.118) ke dalam persaman (4.116b) kita peroleh solusi untuk
parameter b

A

b= (4.119)
sinh2f

Substitusi persamaan (4.118) dan (4.119) ke dalam persamaan (4.116c) kita
dapatkan solusi untuk c sebagai berikut

2

c:%ln(sinhZf)+A7coth2f ~InB (4.120)
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Pada persamaan (4.119) dan (4.120), A dan B adalah konstanta.
Selanjutnya substitusi a, b, dan ¢ ke dalam persmaaan (4.114) kita peroleh
ungkpatan untuk matriks kerapatan sebagai berikut

2 2
S coth2f + 26 +Azcoth2f} (4.121)

Lexp — -
J/sinh 2 f 2 sinh 2 f

Jika diambil f — 0 maka p akan mendekati

0=

& +2A§+A2} (4.122)

B
Tt exp{ T

Dengan membandingkan persamaan (4.122) dengan (4.113) maka kita simpulkan
bahwa

A=-¢
g [me
27h

Akhirnya kita dapatkan bentuk final untuk matriks kerapatan sebagai berikut

, Mo M 2 02 '
1 B) = - th2f —2 4.123
PP =\ sinh 21 eXp{ e 27 (0 FX)e0 XX]} (4.123)
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Bab 5
GAS FERMI IDEAL

Untuk melihat salah satu aplikasi mekanika statistik mari kita membahas
gas fermi ideal. Gas fermi ideal adalah kumpulan fermion bebas. Tidak ada interaksi
antar fermion. Contoh gas fermi ideal adalah gas elektron. Walaupun ada gaya
tolak-menolak antar elektron (gaya coulumb) yang menghasilkan energi potensial
listrik, namun jika gas elektron berada pada suhu sangat tinggi sehingga energi
kinetik yang dimiliki jauh lebih besar daripada energi potential maka energi
potensial (energi interaksi) dapat diabaikan. Dalam kondisi demikian seolah-olah
tidak ada interaksi antar elektron. Kalian dapat membandingkan dengan gas ideal
klasik di mana antar partikel gas tidak ada interaksi.

Pemahaman tentang topik-topik yang dibahas di bab-bab sebelumnya
menjadi modal penting untuk mengikuti bab ini secara lebih mudah.

5.1 Persamaan Keadaan

Kita akan menurunkan persamaan keadaan untuk gas fermi. Kita mulai
dari ungkapan fungsi grand partisi untuk fermion, yaitu

Zo =T]l+ze ") (5.1)

dengan z = exp(x/kT). Fungsi grand partisi memiliki hubungan langsung dengan
perkalian tekanan dan volum, yaitu Z¢ = exp(PV/KT) sehingga
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P hz, =i H(1+ ze ) :Zln(1+ ze ) (5.2)

Tampak jelas di sini betapa strategisnya pernyataan fungsi partisi sebagai bentuk
perkalian semua suku. Karena pada akhirnya yang kita butuhkan adalah logaritma
fungsi partisi yang berbentuk penjumlahan suku-suku.

Untuk menentukan secara eksplisit fungsi grand partisi pada persamaan
(5.2) mari kita ganti tanda penjumlahan terhadap energi dengan integral terhadap
variabel momentum. Untuk maksud tersebut, terlebih dahulu kita ubah ungkapan
diskrit menjadi kontinu sebagai berikut

2

p

& > —
2m

Z(...)—)J-(...)%szzdp (5.3)

Dengan menggunakan persamaan (5.3) maka persamaan (5.2) menjadi

PV 47zV

T (1+ zeP*2m )dp (5.4)

Jumlah rata-rata sistem seperti dinyatakan dalam persamaan (3.30)
menjadi

(1+ zeP72m )dp} (5.5)
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Dengan mengacu pada definisi z maka kita dapat menulis

0 _ 20 _1 yad_20 (5.6)
ou ouoz KT oz KT oz

Dengan demikian, jumlah rata-rata sistem dapat ditulis sebagai

{2 e
0

- 4;[\3/2 I ngln(l-i- ze’ﬁ"z’zm)dp

:47szIp2( 12 ]eﬁpz,zmdp
o 14 zeA/2m

4N T, zeIEm
B Ip 1+ ze ' /2m

_ AV [P L ap (5.7)

Dari semua penjelasan di atas kita merangkum dua persamaan utama,

yaitu
kF; jp In(1+ e ’””)dp (5.4)
1 N 4r%
v VZFJ‘ P — 7l 12m dp ®.7)

0

Dua persamaan di atas merupakan persamaan dasar untuk assembli fermion dalam
ensembel grand kanonik. Persamaan inilah yang akan kita kaji lebih jauh untuk
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mencari sifat termodinamika assembli fermion seperti yang akan dibahas di bagian
akhir bab ini.

Agar lebih sederhana, kita definisikan besaran berikut yang dapat
diaproksimasi sebagai panjang gelombang termal partikel

2
A=y fn”khT &9

Panjang gelombang termal adalah panjang gelombang de Broglie berdasarkan

momentum partikel yang dihasilkan oleh getaran termal. Panjang gelombang de
Broglie memenuhi persamaan A = h/p. Berdasarkan teori ekipartisi energi, gerakan
termal partikel dalam ruang tiga dimensi memiliki energi rata-rata (K) = (3/2)kT.
Jika momentum rata-rata partikel adalah (p) maka kita dapat mengaproksimasi (K)
= (p?/2m. Dengan demikian kita aproksimasi (3/2)kT = (p?)/2m atau (p?*? =
(3mkT)*2, Panjang gelombang de Broglie kira-kira menjadi A ~ h/(p?¥2 =
h/(3mkT)Y2 = (h%/3mkT)¥2. Mengingat 7 = h/2r maka A ~ (4n?A2/3mkT)¥? ~
(4ni?mkT)Y2, Pada persamaan terakhir kita sudah aproksimasi n/3 ~ 1. Panjang
gelombang terakhir yang kita turunkan tidak berbeda jauh dengan persamaan (5.8).

Dari persamaan (5.4) kita definsikan pp%2m = x2 Dengan demikian, p? =
2mx2/B; p = (2m/p)¥?x, dan dp = (2m/B)Y2dx. Substitusi ke dalam persamaan (5.4)
diperoleh

® 2
£:4_73T (me Jln(1+ ze’xz) lz_mdx
KT h A p

4 312, i »
hs( J '([X n(+ze )jX

4 ka 3/20 , .
=— In{t X
(Zﬂflzj {x n(+ze )dx
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1 4 ° 2 _x2
=— [ x?In{l+ze™ Hx (5.10)
FaNC ! ( )d
Kita definisikan fungsi fermi fs;, sebagai berikut,
4 % 2
f.,,(2) =— [ X*Inll+ze™ dx (5.11)
@)=l 2o

Dengan definisi tersebut maka persamaan (5.10) dapat ditulis menjadi

P
KT 13 f52(2) (5.12)

Dengan cara serupa, persamaan (5.8) dapat ditulis

1 4z%( 2mx? 1 2m
_:_3] - Zdx
v h B e 41\ B

4 (mkTY, 1
_ﬁ(Zm‘ngx 7% +1 J. o 6139

e+1

Kita definisikan fungsi fermi fs;, sebagai berikut

fo,(2) = J_Iz—l R (5.14)

Dengan definisi tersebut maka persamaan (5.13) dapat ditulis menjadi

1_ /13 f,,(2) (5.15)

Perhatikan persamaan (5.11). Jika kita lakukan diferensial terhadat z maka
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4% N
ﬁz[xZ dx—\/;!xzexz+zdx
I le* +1

Dengan demikian kita dapatkan hubungan berikut ini

z % fs12(2) = £3,(2) (5.16)

Bentuk fs2(z) maupun fs2(z) pada persamaan (5.11) dan (5.14) kadang sulit
untuk dianalisis. Kita dapat mengungkapkan dua fungsi tersebut dalam bentuk deret
sehingga dapat menentukan dengan mudah aproksimasi untuk nilai-nilai z yang
ekstrim, seperti saat z mendekati nol atau mendekati tak berhingga. Untuk maksud
tersebut, mari kita perhatikan uraian berikut ini 1/(1+y) =1 -y +y?>—y® +-...

Dengan uraian tersebut maka kita dapatkan

In@L+y) = j j(—y+y—y+— )dy

2 3

y: Ly o Y
—y-L 4L 4 =N (-t
=73 " Z( )

Kita substitusi y = z exp(-x?) sehingga persamaan di atas menjadi

0 o= 0X2

(1+ze ) Z( 1)¢+1£ZC;X Z( 1)“129



Dengan demikian kita dapatkan uraian deret untuk fungsi fermi sebagai berikut
fs,(2) = ii(—l)”lz—“f X%~ dx (5.17)
5/2 \/; — / )

Bagian integral pada persamaan (5.17) sangat standar. Kita dapat
menghitung dengan mudah. Kalau ingin lebih cepat kita dapat menggukanan
software yang tersedia secara online seperti Wolfram alpha. Hasilnya integrasinya

adalah J‘xze*fxzdx — /7 14¢¥?%. Dengan demikian, bentuk deret untuk fs;(z) adalah
0

4 & L2 Az
f5/2(z)=ﬁ;(_l)g 17XW
© 1 Zl
=> (-D* e (5.18)
=1

Deret pada persamaan (5.18) merupakan bentuk khusus dari fungsi

polylogaritma. Bentuk umum fungsi tersebut adalah

0 0

Li,(z) = Z% (5.19(

Dari bentuk ini kita mendapatkan bahwa

/

=3 =Sy L=l (5.20)

Dengan demikian dapat dibuktikan dengan mudah bahwa
f5,2(Z) = _Lis/z(_z) (5.21)
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Fungsi fs2 diperoleh dengan mendiferensiasi fs;, yaitu

d 0 . Zéfl
f3/2(2)22 f5/2(z)=Z§ ,(_1)[ 1€ 5/2
dz =1 l

_ i(—l)“lg% (5.22)

Kalau dinyatakan dalam fungsi polilogartima maka kita dapatkan
f3/2(z) = —Li3,2(—2) (5.23)
Dari persamaan (5.19) kita dengan mudah mendapatklan aproksimasi pada

nilai z sekitar 0. Kita dapat memilih sejumlah suku sesuai dengan ketelitian yang
kita inginkan. Aproksimasi tersebut adalah

e Hanya satusuku: f,,(z)~z (5.24a)
2
e Sampai dua suku: f,,(z)~z _% (5.24b)
2 7
e Sampai tiga suku: f,,(z) ~ Z_WJF?;T (5.24c)
A A &
e Sampai empat suku: f,,(z)~z——— (5.24d)

9312 + 3372 - 432

Selanjutnya kita tinjau kasus ekstrim lainnya, yaitu untuk z yang besar.
Pertama mari kita definisikan v = /KT sehingga

z=e""T =¢" (5.25)

Dengan definisi ini maka kita dapat menulis
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f3/2(ev) = _Lis/z(_ev) (5.26)
Selanjutnya kita gunakan bentuk asimptotik dari fungsi polilogaritma, yaitu

Lij(-e) v

SR A (5.27)
Re(V) >  [(s+1)

Dari sifat asimptotik ini maka kita aproksimasi untuk fs, padaz — coatau v — o
adalah

3/2
14

f,.(e") ~ __4
312 r@/2+1) 3Jr

(Inz)*? (5.28)

Berdasarkan nilai asimptotik pada persamaan (5.24) dan (5.28) maka kita dapat
membuat plot grafik f3(z) sebagai fungsi z seperti diilustrasikan pada Gambar 5.1.

f32(2)

\ 4

Gambar 5.1 Grafik f32(z) sebagai fungsi z. Pada nilai z sangat
kecil maka fungsi memenuhi persamaan (5.24) dan pana z yang
sangat besar maka fungsi berubah menurut persamaan (5.28).
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Sekarang kita tinjau sifat assembli fermion pada beberapa kondisi ekstrim.
Dua kasus eksprim yang akan kita bahas adalah kondisi pada suhu tinggi atau
kerapatan rendah dan kondisi suhu rendah atau kerapatan tinggi.

5.2 Aplikasi Subu Tinggi dan Kerapatan Rendah

Pada suhu tinggi laju partikel sangat besar sehingga momentumnya sangat
besar. Akibatnya panjang gelombang de Broglie sangat kecil (1 sangat kecil). Pada
kerapatan rendah jarak antar partikel sangat besar sehingga volum yang ditempati
per partikel besar (v sangat besar). Akibatnya pada kondisi suhu tinggi dan
kerapatan fermion rendah terpenuhi A3/v— 0. Tetapi A%/ v = f32(z) sehingga pada
kondisi sini fs2(z) — 0. Berdasarkan Gambar 5.1, f32(z) — 0 manandakan z — O.
Dengan demikian, berdasarkan persamaan (5.24) kita dapat melakukan aproksimasi

far2(z) pada z — 0, yaitu (dengan mengambil hanya dua suku)

23/2
atau
3 2
N (5.29)
v 23/2

Untuk mencari solusi bagi z pada persamaan (5.29) kita lakukan operasi
rekursif sebagai berikut. Dari persamaan (5.38) kita dapat menulis

Proses rekursif dilakukan dengan memasukkan z pada bentuk di atas ke dalam z
pada suku kedua sehingga
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2 o1 (R 2V 2 1 (&Y 1 (22 7
ST T V) T AT

AL [f]z (5.30)

+— | =
v 23/2 v

Selanjutnya kita mendapatkan jumlah rata-rata sistem pada keadaan energi
ke-i, yaitu

_ B
n = 1+Zeze - (5.31)

Mengingat 4 = -1/kT dan ketika T — oo terjadi ze” <<1 maka

e (%Je 5.32)
Persamaan (5.32) merupakan persamaan distribusi Maxwell-Boltmann
(partikel klasik). Ini berarti pada suhu tinggi dan kerapatan rendah fermion
berperilaku sebagai partikel klasik. Ketika membahas fermion pada suhu tinggi dan
kerapatan rendah sebenarnya Kita dapat langsung menggunakan statsitik klasik,
yaitu Maxwell-Boltzmann, untuk menghindari kerumitan statistik Fermi-dirac.
Persamaan keadaan dapat diperoleh sebagai berikut. Pada nilai z — 0
maka aproksimasi untuk fs;2(z) menurut persamaan (5.18) adalah z- z2/252. Dengan
demikian aproksimasi untuk persamaan keadaan pada suhu tinggi tersebut adalah

P 1 1 22
ﬁ:?fslz(z)zﬁ Z—W



atau

Pv . 172

RIS I & 5.33
kT 252 y (5:33)

Suku kedua di sebelah kanan sangat kecil sehingga praktis Pv/kT ~ 1 yang
merupakan persamaan keadaan gas ideal klasik.

5.3 Aplikasi Suhu Rendah dan Kerapatan Tinggi

Untuk kondisi ini berlaku A3/v >> 1 sehingga kita dapat menggunakan
aproksimasi persamaan (5.28). Dengan aproksimasi ini maka kita peroleh

A’B 4 3/2
“r——(Inz
v 3\/;( )

atau

Nz~ (3‘/211 (5.34)

4y

Mengingat z=e* maka

3\/213 ]2/3

- (5.35)

—pu z{
1/2
Tetapi ,1:(27;:_] sehingga
m
“ 3\/; 2/312_ 3\/; 2/3(27275)
kT 4y 4v mkT
atau

s~ [@j{ﬂ}m (5.36)

m 4y
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Jumlah sistem yang menempati keadaan energi ke-i adalah

-1 1
bozeipl P 4

(5.37)

Jika & < gmaka ketika T — 0 atau f — -oo terjadi fT. ~1. Sebaliknya jika &> u
maka ketika ketika T— O ataup — -0 terjadi n, ~0. Berikutnya kita akan bahas

beberapa aplikasi gas fermi.

5.4 Teori Bintang Katai Putih

Kita mulai pembahasan tentang teori klasik yang diterapkan pada bintang.
Bintang dianggap sebagai sebuah bola gas. Bintang yang memiliki massa M dan
jari-jari R mempunyai energi potensial gravitasi yang memenuhi persamaan

2
U__3GM

- (5.38)

dengan G = 6,67 x 10"t N m?/kg? (konstanta gravitasi universal). Penggunaan
persamaan di atas menyaratkan bahwa massa jenis bintang tersebar secara homogen
(rapat massa di mana-maan konstan). Namun, realitasnya tidak demikian. Massa
jenis umumnya makin besar ketika menuju ke pusat bintang. Pusat bintang memiliki
massa jenis paling besar. Tetapi sebagai aproksimasi awal (tentu dengan sejumlah
kesalahan) kita asumsikan bahwa massa bintang terdistribusi secara homogen.
Tampak dari persamaan (5.38) bahwa makin kecil ukuran bintang maka
energi potensial gravitasinya makin kecil. Karena kondisi stabil adalah kondisi
dengan energi yang makin kecil maka energi potensial gravitasi cenderung makin
memperkecil ukuran bintang (bintang makin mengkerut). Namun, kecenderungan
bintang untuk mengkerut dilawan oleh tekanan dari dalam. Dengan asumsi bahwa
gas penyusun bintang besifat menyerupai gas ideal maka tekanan gas dalam bintang
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memenuhi persamaan gas ideal

p~ NKT (5.39)

dengan N adalah jumlah atom penyusun bintang.
Jika massa rata-rata satu atom penyusun bintang adalah m maka N = M/m.
Dengan demikian tekanan dari dalam bintang dapat diaproksimasi dengan

p~ MK _MKT _ pkT

(5.40)
m V V m m

dengan p adalah rapat massa bintang.

Gambar 5.2 Permukaan Gauss untuk menentukan percepatan
gravitasi pada jarak r dari pusat bintang.

Tekanan gravitasi yang dihasilkan di pusat bintang dianggap sama dengan

tekanan hidrostatis gas (fluida) penyusun bintang. Tekanan hidrostatis pada jarak r
dari pusat bintang memenuhi persamaan
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d—P:pg(r) (5.41)
dr

dengan g(r) adalah percepatan gravitasi pada jarak r dari pusat bintang. Percepatan
tersebut dapat dihitung dengan hukum Gauss sebagai berikut

§Q(r)0dA:—4ﬂdoM (5.42)

S(r) 0

dengan S(r) adalah permukaan Gauss yang berbentuk permukaan bola yang
berjari-jari r (lihat Gambar 5.2). Kita sudah asumsikan bahwa massa bintang
tersebar secara homogen sehingga integral di atas menghasilkan

g(r)(dar’) =—4ﬂe[§ﬂr3pj
atau

g(r)= —gzszr (5.43)

Dengan demikian, persamaan tekanan hidrostatis menjadi

P 4
— =——7Gp°r
dr 3 P
atau
P:—%ﬂGp2r2+C (5.44)

Kita ambil syarat batas bahwa tekanan gas di permukaan bintang (r = R) adalah nol
sehingga diperoleh C = -(4/6)nG?R?. Akhirnya, tekanan gas pada berbagai posisi di
dalam bintang memenuhi
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P(r) =%ﬂGp2(R2 ) (5.45)

Kita bermaksud mencari tekanan gas di pusat bintang akibat gravitasi.
Dengan menggunakan persamaan (5.45) tekanan gas di pusat bintang adalah

4 2p2 _ 1 4 s\p 1 M
P(0) = 2 4Gp?R? = = pG| 2R |2 =2 po (5.46)
©)=576r 2’06(3 jR 277 R

Jari-jari Keseimbangan Bintang

Kita dapat memprediksi jari-jari kesetimbangan bintang dengan dua cara.
Cara pertama adalah menyamakan tekanan hidrostatis yang dihasilkan bintang
dengan tekanan gas ideal. Cara kedua adalah menyamakan tekanan hidrostatis
bintang dengan tekanan radiasi.

Jari-jari Keseimbangan Gas Ideal
Jika tekanan ini disamakan dengan tekana gas ideal (dalam kondisi
seimbang) maka

AT 1M

atau

KT~ =2 5.47
5 (5.47)

Dari persamaan ini maka kita peroleh jari-jari setimbang bintang kira-kira
memenuhi

~lGMm

Rrx—=—— 5.48
2 KT (5.48)

Dengan menggunakan persamaan (5.46) maka energi termal semua atom
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penyusun bintang sekitar

E(T)=NkTz%GMNm/RzéGMZIRz—U (5.49)

Tampak bahwa energi termal semua atom penyusun bintang kira-kira sama dengan
energi potensial gravitasi.

Jari~jari Keseimbangan Radiasi

Pada Bab 6 kita akan bahas tekanan yang dilakukan oleh radiasi. Reaksi
nuklir dalam bintang memancarkan gelombang elektromagnetik ke segala arah.
Pancaran radiasi tersebut menghasilkan tekanan yang memenubhi

7t (kT)*
" 45 (nc)®

(5.50)

Samakan tekanan ini dengan tekanan di pusat bintang (persamaan (5.46)) maka
diperoleh

72 (KT)* 1 GM
45 (hc)? 2P R

atau jari-jari setimbang bintang memenuhi

20 gElie) (5.51)
27%  (KT)

Perkiraan Parameter-parameter Bintang Katai Putih

Sekarang kita fokuskan pembahasan pada bintang katai putih. Bintang
katai putih adalah bintang yang sudah kehabisan bahan bakar hidrogen. Tidak ada
reaksi fusi lebih lanjut. Materi penyusun bintang hanyalah helium. Sumber energi
bintang semata-mata karena energi gravitasi yang berasal dari kontraksi bintang
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secara perlahan-lahan. Energi yang dipancarkan sangat sedikit sehingga bintang
tampak putih remang-remang. Contoh bintang ini adalah pengiring Sirius. Bintang
ini tidak tampak oleh mata karena terlalu redup tetapi secara periodik menutup
Sirius. Bintang ini dan Sirius berotasi mengelilingi pusat massa keduanya.

Perkiraan besaran-besaran fisis bintang katai putih adalah kerapatan ~ 10°
kg/m?® ~ 107 pv, massa ~ 10% kg ~ M, suhu pusat ~ 10" K ~ Tyw. Suhu sebesar 107
K berkaitan dengan energi termal sebesar kT =~ 1,3 x 10 J ~ 10° eV. Pada suhu ini
semua atom helium terionisasi. Bintang katai putih dapat dipandang sebagai
kumpulan inti helium dan electron-elektron yang berberak bebas.

Berdasarkan data kerapatan bintang kita dapat memperkirakan jumlah
atom helium per satuan volum. Massa atom helium adalah 4 x (1,67 x 10?” kg) ~ 6
x 10?7 kg. Jumlah atom helium per satuan volum adalah

N, =L=1><1037 atom/m3,
6x107% 6

Satu atom helium menyumbang dua elektron. Dengan demikian, kerapatan electron
adalah

n=2N,, = %x1037 electron/m?

Kerapatan ini melahirkan energi fermi sebesar

4y m 4

. {%}(ﬂ}m {@JF”‘/; ]mz 20 MeV

Tampak bahwa energi fermi jauh lebih besar daripada energi termal (s >>
kT). Dengan demikian dapat dikatakan bahwa dalam bintang katai putih, electron
menempati tingkat-tingkat energi paling dasar, jauh di bawah energi fermi. Keadaan
ini sangat mirip dengan assembli electron yang berada pada suhu mendekati nol.
Jadi meskipun suhu bintang katai putih sangat tinggi, tetapi kerapatan yang luar
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biasa tinggi menyebabkan energi fermi sangat besar. Energi yang dimiliki electron

sangat jauh di bawah energi fermi. Dari sifat ini kita dapat lakukan idealisasi

sebagai berikut

a) Bintang katai putih adalah assembli N elektron pada keadaan dasar dengan
kerapatan sangat tinggi sehingga dinamika electron harus dijelaskan secara
relativistic.

b) Elektron bergerak dalam background N/2 buah inti helium yang melakukan
gaya gravitasi sehingga seluruh system menyatu membentuk bintang.

Teori Sederhana

Mari kita membahas fenomena bintang katai putih dengan teori yang
sederhana. Karena massa elektron sangat kecil dibandingkan dengan massa proton
atau netron maka energi kinetik dalam bintang yang menghasilkan tekanan
didominasi oleh energi yang dimiliki elektron. Karena suhu bintang sangat tinggi
maka laju elektron sangat besar sehingga energi kinetik harus dinyatakan dalam
formula relativistik, yaitu

K= (mgc4 + pzcz)”2 —m,c’ (5.52)

Kita asumsikan bahwa momentum elektron mendekati momentum fermi

yaitu

3N 1/3
~hl — 5.53
2 o

Dengan momentum sebesar ini maka energi kinetik elektron jauh melebihi energi
diam (moc?). Dengan demikian kita dapat melakukan aproksimasi

1/3
K ~ pc =;(hc)[i\’” (5.54)

- 138 -



Energi kinetik total elektron memenuhi

K = —(N hc)[e’ﬂ (5.55)

Jika digabung dengan energi potensial gravitasi maka diperoleh energi total bintang
sebagai

EI _Kt0t+U
1/3 2
:3(Nehc)[3Ne} _3EM (5.56)
8 TV 5 R

Pada persamaan (5.56) N adalah jumlah elektron. Jumlah elektron persis
sama dengan jumlah proton. Misalkan jumlah nukleon (proton + netron) penyusun
bintang berjumlah N maka jumlah elektron adalah Ne = XN dengan 0 < x < 1. Massa
bintang memenuhi M ~ Nm, jika diasumsikan massa proton kira-kira sama dengan
massa neutron. Persamaan energi total menjadi

3xNT"® 3GN’m
Eo =5 (NhC)I:V:| g R ° (5.57)
Mengingat V = (4n/3)R® maka
1/3 272
GN
e (559
8 R |4r 5 R

Berdasarkan persamaan (5.58) E:: makin berharga negatif dengan

1/3
mengecilnya R jika EGN >= (xth)[ xN} . Makin kecil R maka makin

mengecil energi sehingga bintang terus-menerus mengerut tanpa henti. Pengerutan
makin cepat jika N makin besar (atau massa bintang makin besar). Pengerutan akan
berhenti jika ada batas bawah untuk N. Kita sebut batas bawah tersebut adalan Nc;.
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Saat pengkerutan berhenti maka terpenuhi

3 , ., 3 9 1/3
—GN“m? =~ =(xN_hc)] —xN
5 8( cr )|:47Z'2 cr:|

critlp <~

atau

N 3_X2FET2 (5.59)
T 2mm’ |8 G

Sebagai contoh, saat bintang kehabisan hidrogen, nukleon yang ada pada
bintang hanya inti helium. Jumlah proton persis sama dengan setengah jumlah
nukleon. Dengan demikian jumlah elektron persis sama dengan setengah jumlah
nukleon, atau x = 1/2. Dengan menggunakan m, = 1,67 x 10" kg, h = 6,625 x 103
dan ¢ = 3 x 10® maka perkiraan jumlah kritis nukleon agar bintang stabil adalah Ne:
~ 2 x 10° nukleon. Dengan demikian, massa kritis bintang agar tidak terus
mengkerut adalah M = Nermp = 3,4 x 100 kg. Massa matahari adalah 2 x 10% kg.
Dengan demikian massa kritis bitang sekitar 1,7 kali massa matahari. Perhitungan
lebih seksama oleh Changrasekhar menghasilkan massa kritis 1,4 kali massa
matahari. Nilai ini disebut limit Chadrasekhar.

Teori Ensembel Bintang Katai Putih

Sekarang kita akan membahasa teori bintang katai putih berangkat dari
konsep ensembel grand kanonik untuk fermion. Ada tiga mekanisme yang harus
diperhitungkan secara bersamaan pada bintang katai putih, yaitu tekanan elektron
akibat ekslusi Pauli, hukum gravitasi, dan dinamika relativistik. Gambar 5.3 adalah
komponen-komponen tekanan yang berperan dalam bintang normal dan bintang
katai putih.
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Gaya oleh radiasi —
Gaya oleh gravitasi —> Gaya oleh eksklusi Pauli

Gaya oleh gravitasi [

Gambar 5.3 (kiri) Pada bintang normal ukuran bintang
dihasilkan dari kompetisi antara gaya gravitasi dan gaya radiasi
dan (kanan) pada bintang katai putih dkuran bintang dihasilkan
dari kompetisi antara gaya gravitasi dan gaya ekslusi Pauli
(globe-views.com, astronomiamo.it).

Kita mulai dengan menentukan energi total relativistik yang dimiliki

elektron yang memiliki momentum p , yaitu

£, =+/(m,c?)* +(pc)’ (5.60)
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dengan m, adalah massa diam elektron. Kita menggunakan persamaan relativistik
karena suhu sangat tinggi sehingga laju elektron sangat besar. Pada persamaan
(5.60) kita mengabaikan energi potensial. Pada suhu yang sangat tinggi, energi
kinetik elektron sangat besar. Akibatnya energi Kinetik jauh melampaui energi
potensial coulomb elektron sehingga energi potensial dapat diabaikan.

Walaupun suhu bintang katai putih sangat tinggi, namun energi termal
elektron sangat jauh di bawah energi Fermi. Kelakuan bintang katai putih
menyerupai assembli dengan suhu mendekati nol. Pada suhu mendekati nol maka
sistem menempati tingkat-tingkat energi rendah. Batas teratas energi yang ditempati
adalah energi fermi. Dengan demikian, energi total assembli gas fermi pada pada
bintang katai putih dapat didekati dengan

E=23 f(p)e,

p|=0

23 H(p)e, +2 3 F(p)e, (5.61)

‘p‘:O ‘p‘:pp

Faktor 2 dimasukkan karena tiap tingkat energi ditempati oleh dua electron dengan
arah spin berlawanan. Karena pada suhu mendekati nol fungsi distribusi
Fermi-Dirac memenuhi

1 |p|<pe
£ (o) (5.62)
(P {0 o> b,

Maka kita dapat menulis

Pe

E=2)¢ (5.63)

p
[p=0

Penjumlahan pada persamaan (5.63) dapat diganti dengan integral dengan
terlebih dahulu melakukan transformasi sebagai berikut
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DB f (- )—(4np2dp)

p|=0

Dengan transformasi tersebut maka persamaan (5.63) menjadi

2

(5.64)

Pp
SV T (m.c?)? + (pe)?
0

Untuk menyelesaikan integral (5.64) kita ganti vasiabel berikut ini pc/mec?
= x. Dengan penggantian variabel tersebut kita dapatkan p = mecx, dp = mecdx, dan
Pr = meCXr,. Dengan permisalan di atas maka persamaan (5.64) menjadi

2
E_8ﬂvjmc 1+( P J p2dp
m

e

8ﬂv i .2 V1+x (m,ex)? (m,cdx)

i [ xe1x x2dlx (5.64)
0
Energi rata-rata yang tiap elektron adalah

% 8”(V”\I)m“cs_"x V1+ x2dx

Sﬂv:c f(x F)—V"lcs f(x.) (5.65)

dengan
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f(xF)szzx/l+ X% dx (5.74)

Sekarang kita eksplorasi dua kasus ekstrim yaitu untuk xg <<1 dan xg >>
1.
a) Jika xg <<1 maka pada semua daerah integrasi kita dapat melakukan aproksimasi

V1+x2 z1+%x2 +...

y 1 1 1
fOx )~ | X1+ 3+ dx= || P+=x +. dx == +—x2 +...
(%e) ! [ j j( 2 j 37 10"

1., 3
=—Xp| I+ —Xg +... 5.75
3 F( 10" j R

b) Sebaliknya, jika xe >> 1 Kkita dapat menulis sebagai berikut

Xg v X
f(x.)= _[XZ\/1+ X dx =J.X2\/1+ x> dx + J.xzx/1+ x?dx
0 0 v
di mana i adalah bilangan yang cukup besar dibanding dengan satu tetapi jauh
lebih kecil dari xr (1 << y < xg). Dengan sifat tersebut kita dapat mengaproksimasi
1+y? =y 1+ y?)"? ~y(1+1/2y%) ~ w+ 12y. Karena pada integral di ruas

kanan semua x > w maka untuk semua x kita dapat mengaproksimasi suku yang
mengandung akar dengan x + 1/2x. Dengan demikian integral dapat diaprokasimasi
menjadi

v Xg
f(x.)=~ IXZ\/1+ x*dx + _fxz(x +1/2x)dx
0 v
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O'—u€

Xg v Xg
_[ X +x/2)dx=_[x2\/1+x2dx+Bx4+‘11x2}
v 0 v

i 1 1 1
V1+x2d Xt+=x2 |- Syt vyt
=[x [ 4 j [4‘” 2"

Mengingat y << xr maka suku-suku yang mengandung v dapat dibuang (karena
jauh lebih kecil daripada suku-suku yang mengandung xg) dan kita dapat melakukan
aproksimasi lebih lanjut sebagai berikut

1 1 1
f(x Xg +=x2 | = =xt 1+ = (5.75)
(%)~ ( ; j ; ( ng
Misalkan massa total bintang M dan jari-jarinya R maka

M = Nm, +%mHe =Nm, +%(2mp +2m,) (5.78)

Karena m, = my dan me << my maka

M ~2Nm, (5.79)
V= A R3
3
atau
113
R= (3\’) (5.80)
Az

_V _4R°/3 _8r MR’

(5.81)
N M/2m, 3 M




2\M3 Us o s
« —_n (3ﬂj h (%Mj _M (5.82)

F omel v ~ m,cR 8 m, R
dengan
oz M (5.83)
8 m,
R__R (5.84)
hlm,c

Perlu diketahui bahwa 7/mc adalah panjang gelombang Compton. Jadi R adalah
jari-jari bintang dalam satuan panjang gelombang Compton.
Dari energi assembli kita dapat menghitung tekanan yang dilakukan oleh

gas fermi sebagai berikut

B TES)
e
=—f;; :f(xF)+vafag(X:)i:vF} (5.85)

Dengan menggunakan (5.77) maka

of (x
—F) = xé 1+ xé
OXg
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aﬁ:_li(sﬂz)lwvfzus:_i h (37[2)1/3\/71/3:_)(_;

3v m_ec 3v

Jadi

4.5
Pfermi = T |:f(XF)+VX|E \/1+ Xé (_;_Fj:|
V

72hH?

_mjc®
=

: Ex,ﬁ,m X2 f(xF)} (5.86)

Tekanan non Relativistik
Untuk kasus nonrelativistik di mana xr << 1 kita gunakan f(xr) pada
persamaan (5.75) dan diperoleh

mic®| 1 1 1 3
Pfermi =3 ﬁ{gxﬁ(l+ixé +...)—§X|3:(1+EX§ +j:|

m;‘cg’{lx5 1 5} mic® .

E

4 '\75/3
5 R°® (5.87)

Tekanan Relativistik

Untuk kasus relativistik di mana xr >>1 X >>1 kita gunakan f(x¢) pada

persamaan (5.76) dan diperoleh
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mic®| 1 1) 1 1
Premi = W{g Xua{xp,/lJr QJ—ZX,‘E (1+g+.._ﬂ

m;c®
= Lo 5
N 4/3 nA 2/3
=K[—NFI34 _—M§2 j (5.88)
dengan
« - mee’ (me )’ (5.89)
1272\ n

Kondisi Keseimbangan

Kita akan mencari kondisii kesetimbang sebagai berikut. Kondisi
setimbang terjadi jika gaya dari arah dalam yang berasal dari tekanan fermion sama
dengan gaya dari arah luar akibat gravitasi. Kita lakukan proses berikut ini.

Misalkan tidak ada interaksi gravitasi. Kerapatan materi bintang akan
homogen dan materi bintang akan tersebar dalam ruang yang tak berhingga.
Gravitasilah yang memyebabkan kerapatan materi makin besar ketika menuju ke
pusat bintang. Gravitasilah yang menyebabkan bintang memiliki batas terluar, yaitu
tidak tersebar dalam ruang tak berhingga. Apabila gravitasi tidak ada maka agar
bintang memiliki batas terluar yang jelas diperlukan dinding pembatas untuk
menahan materi. Kerja yang diperlukan untuk mengkompresi materi bintang ke
bentuk yang memiliki massa dan jari-jari tertentu sehingga memiliki tekanan P,
adalah
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R

= —[(P,4nr*)dr (5.90)

Sekarang bayangkan interaksi gravitasi tiba-tiba di-ON-kan.
Bagian-bagian bintang akan saling tarik menarik sehingga menghasilkan penurunan
energi. Jumlah penurunan energi tersebut disebut gravitational self energy.
Besarnya energi tersebut dapat diperkirakan sebagai berikut.

Energi potensial gravitasi (gravitation self energy) bintang diberikan oleh
persamaan (5.47). Karena ukuran bintang tidak lagi berubah maka gaya yang
dilakukan oleh gravitational self energy harus tepat sama dengan gaya yang
dilakukan “oleh dinding artifisial bintang”. Dengan kata lain, gaya oleh “dinding
artifisial” tersebut berasal dari gaya gravitasi. Gaya oleh dinding bintang adalah

dw _ d ¢
Fainding :_diR:diR'[Po (4r*)dr
=47P R? (5.91)

Gaya oleh gravitional self energy adalah

du 3 _M?
FE -_9Y__ 35 5.92
“ dR 5 R? (5.92)

Kedua gaya tersebut sama besar, |Fy .../ =|Fe |, S€hingga
2
47PR* = §G M—z
5 R

atau
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Fo=57-Cor
20r R
3 _(8m,\(mc) M?
207 |\ 9 h ) R
N 2
:KJ\R/’I“ (5.93)
dengan
2 4
K‘:ZSG(?’J (mﬁcj (5.94)
T

Bintang katai putih memiliki kerapatan sangat tinggi sehingga memenuhi
persamaan relativistic (xr >> 1). Tekanan gas fermi, Psermi, pada kondisi ini
memenuhi persamaan (5.88). Samakan P, pada persamaan (5.93) dengan Prermi pada
persamaan (5.88) maka diperoleh

72 YL VL
K‘M:K(M _Mj

R* R?

yang akhirnya memberikan ungkapan jari-jari bintang katai putih

R=M¥21-(M /M) (5.95)

dengan

1352 he )

— C

MOZ(K/KI)3/2=(F;[) (szj (5.96)
p

Gambar 5.4 adalah plot jari-jari bintang karai putih sebagai fungsi massa menurut
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persamaan (5.95). Dengan memasukkan nilai konstanta yang sudah baku maka

diperoleh M, ~ 7.3x10% . Atau dalam satuan kilogram diperoleh M, ~ gm,

M =
9r °

3,43 x 10% kg. Karena massa matahari adalah 2 x 10 kg maka Mo ~ 1,7 massa
matahari.

0.25

0.2

R o0.15
0.1

0.05

0 1 1 1 1 ‘ 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

M /M
Gambar 5.3 Plot jari-jari bintang karai putih sebagai fungsi

massa yang dihitung menggunaan persamaan (5.95). satuan
jari-jari masih sembarang.

Dari persamaan (5.95) tampak bahwa tidak ada solusi jika M > M, . Hasil
ini mengindikasikan bahwa tidak mungkin bintang katai putih memiliki massa lebih
besar daripada massa matahari. Ada batas terbesar massa bintang agar menjadi katai
putih.
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Radius (Ro)

107

O Nalezyty & Madej (2004)

More massive white dwarfs have smaller radii

.2 4 .6 8 1 1.2 1.4

Total Mass (Mg)

Gambar 5.4 Kebergantungan jari-jari bintang katai putih
terhadap massa awal bintang berdasarkan teori yang lebih teliti.
Massa pada sumbu datar dinyatakan dalam satuan massa
matahari sedangkan jari-jari pada sumbu vertikal dinyatakan
dalam satuan jari-jari matahari (cpp.edu).

Teori yang lebih teliti yang dibangun para ahli memberikan kurva yang

berbeda dengan kurva pada Gambar 5.3. Sebagai contoh ditunjukkan bahwa
jari-jari bintang katai putih adalah fungsi monoton turun terhadap massa bintang
dan mencapai nilai kritis ketika massa bintang sekitar limit Chandrasekhar.
Gambar 5.4 adalah kurva teoretik dan sejumlah data eksperimen tentang bintang

katai putih.
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5.5 Diamagnetisme Landau

Sekarang kita akan bahas aplikasi gas fermi untuk menjelaskan fenomena
diamagnetisme. Dengan menggunakan mekanika statistik klasik, fenomena
diamagnetisme tidak muncul. Fenomena ini muncul ketika atom-atom dipandang
secara mekanika kuantum. Diamagnetisme muncul akibat kuantisasi orbital
atom-atom. Dalam mekanika klasik, kuantisasi orbital atom tidak ada.
Elektron-elektron dianggap mengelilingi inti dalam orbit sembarang sehingga
meniadakan efek diamagnetisasi. Pada bagian ini kita akan jelaskan fenomena
diamagnestisme dalam konsep ensembel grand kanonik untuk fermion.

Kita mulai dari definisi susseptibilitas magnetik yang memenuhi
persamaan

_m

_ 5.97
=B (.97)

dengan M adalah magnetisasi. Jika M; adalah magnetisasi assembli ke-i maka
momen magnetik total assembli ke-i adalah i = MiV. Dengan demikian, energi
magnetik assembli ke-i adalah E; = - u0tiB = -MiVB. Magnetisasi rata-rata assembli
memenuhi

B ZMieﬂEi ZMie—ﬁMiVB
M = 'ZeﬁEi - IZe—/ﬂwivs

z _i ie—ﬁ’MNB i o M8
- ) 183

Ze’ﬁMiVB = WW
:—ﬂlvaiane‘WiVB =li/—Ta%anN (5.98)
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Suatu assembli disebut diamagnet jika y < 0 dan paramagnetik jika y > 0. Tabel 5.1
adalah susseptibilitas sejumlah bahan diamagnetik.

Tabel 5.1 Susseptibilitas sejumlah bahan diamagnetik (dari berbagai

sumber)
Bahan Susseptibilitas (m?/kg)

Bismuth -1,66 x 1075
Tembaga -9,8 x 106
Intan 22 x10°
Emas -3,6 x 10°°
Timbal -1,7 x 10°®
Air raksa -2,9 x 10°
Nitrogen -5,0 x 10°°
Perak -2,6 x 10°
Silikon 4.2 x 10°®

Sifat magnetik suatu zat secara dominan dipengaruhi oleh
elektron-elektron dalam zat tersebut, baik elektron bebas maupun elektron yang
terikat pada atom. Di bawah pengaruh medan magnetik luar elektron akan bergerak
dalam orbit yang terkuantisasi dan spin elektron cenderung mengambil arah sejajar
dengan arah medan. Inti atom memberi kontribusi yang sangat kecil pada sifat
magnetik bahan sehingga sering diabaikan. Penyearahan spin yang sejajar medan
magnetik luar memberi kontribusi pada efek paramagnetisme. Sedangkan gerak
elektron dalam orbital terkuantisasi memberi efek pada fenomena diamagnetisme.

Kuantisasi Jari-jari Orbit dan Energi

Sekarang kita fokuskan pembahasan pada fenomena diamagnetisme.
Elektron dianggap tidak berspin (keberadaan spin diabaikan). Hal ini dapat
dilakukan karena efek yang akan kita pelajari bukan penyearahan spin oleh medan
luar tetapi kuantisasi orbit elektron oleh medan luar. Penyerahan spin hanya
menghasilkan efek paramagnetisme atau ferromagnetisme. Misalkan terdapat N
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elektron yang berada dalam ruang bervolum V. Ruang di sini bisa saja berupa
potongan logam. Jadi tidak harus assembli yang isinya hanya gas elektron bebas. Di

dalam ruang tersebut diterapkan medan magnetik luar B . Menurut teori kuantum
klasik, terkuantisasi orbit partikel memenuhi persaman

fpedr=(j+1/2)h (5.99)

denganj =0, 1, 2,... merupakan bilangan kuantum orbital.

Antara satu elektron dengan elektron lain dianggap tidak ada interaksi.
Dengan demikian, ketika membangun hamiltonian yang menjelaskan gerak elektron,
kita cukup membangun hamiltonian elektron tunggal. Komponen hamiltonian hanya
energi kinetik elektron. Hamiltonian elektron tunggal dalam medan magnetik
memenuhi persamaan

H(ﬁ,F):l(ﬁ—EAjz (5.100)

dengan A adalah vektor potensial. Sudah kita pelajari di kuliah listrik magnet atau
elektrodinamika bahwa vektor potensial memenuhi persamaan

E=VxA (5.101)

Jika tidak ada gerakan elektron sejajar medan magnet maka bentuk orbit
electron berupa lingkaran dengan jari-jari a. Gaya yang dialami elektron adalah
gaya Lorentz yang arahnya tegak lurus kecepatan (menuju ke pusat lingkaran).
Gaya ini kita kenal dengan gaya sentripetal. Gaya tersebut tidak mengubah laju
elektron tetapi hanya mengubah arah sehingga berbentuk lingkaran. Laju elektron
selalu konstan dan memenuhi,

mifv[
a

_efvB



atau

=28 (5.102)
mc

Partikel bermuatan yang bergerak dalam medan magnet memiliki dua
komponen momentum. Komponen pertama disumbang oleh kecepatannya sendiri
dan komponen kedua disumbang oleh vektor potensial medan. Momentum total
(kanonik) elektron dalam medan magnet memenuhi

F=—mi-ZA (5.103)

Dengan menggunakan momentum pada persamaan (5.103) maka persamaan
kuantisasi (5.99) dapat ditulis menjadi

§(m\7—35\jodfz(j+1/2)h

C

fmiedr = fAedr=(j+1/2)h
C

Karena V menyinggung lingkaran dr adalah perpindahan posisi elektron
(juga menyinggung lingkaran) maka vV dan dr selalu sejajar. Oleh karena itu
suku pertama di ruas kiri persamaan di atas menjadi

ffm\? odr = m\v\§dr =m|v|(27a)
Integral kedua di ruas Kiri diselesaikan dengan menggnakan hukum Stokes berikut

ini
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§Z\-dr=ﬁ(w/1)-d§=ﬁs“-d§= B(ma?)
Dengan demikian persamaan kuantisasi orbital dapat ditulis menjadi

m\v\(zna)—gs(ﬂaz) —(j+1/2)h

m(@j(zﬂa) _CB(m?) = (j+1/2)h
mcC C

CB(m?) =(j+1/2)h
C
atau

a?=-C (j+1/2)h (5.104)
B

Persamaan (5.104) dengan jelas memperlihatkan kuantisasi jari-jari orbital.
Besar jari-jari orbital memenuhi a oc (j +1/2)2. Jari-jari orbital makin kecil jika
medan yang diterapkan makin besar. Jika medan yang diterapkan mendekati nol
maka jari-jari orbit menuju tak berhingga. Jari-jari tak berhingga tidak lain
menyatakan lintasan berbentuk garis lurus.

Setelah mendapatkan kuantisasi jari-jari orbital maka kita dapat
menurunkan kuantisasi energi. Energi yang dimiliki elektron dalam medan
magnetik hanya energi kinetik. Medan magetik tidak memberi kontribusi energi
pada partikel bermuatan. Apabila elektron hanya memiliki komponen kecepatan
yang tegak lurus medan magnetik maka energi kinetik yang berkaitan dengan
keadaan orbital ke-j adalah
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1 (eBY[ ¢ .
:zm(mcj LeB(HUZ)h}

=1£(j+1/2)h=@(j+1/2) (5.105)
2 zmc mc

Namun, jika elektron memiliki juga komponen kecepatan yang sejajar medan
magnetik maka komponen kecepatan yang sejajar medan tidak terkuantisasi. Energi
kinetik total electron sama dengan jumlah energi terkuantisasi dalam arah x dany
(dalam bidang tegak lurus medan) serta energi kinetik dalam arah z (bersifat
kontinu), yaitu

2

e(pz,j)=@(j+1/2)+& (5.106)
mc 2m

di mana p, adalah momentum dalam arah z (sejajar medan magnet).

Selanjutnya kita akan mencari degenerasi energi &(p;,j). Degenerasi
tersebut dapat ditentukan dengan membandingkan ungkapan energi kinetik dalam

bidang yang tegak lurus medan, yaitu Zi(pj + pi) dengan ungkapan energi
m

kinetik pada persamaan (5.106). Dengan adanya medan magnet maka gerak bebas
(gerak yang bersifat kontinu) dalam bidang x dan y menjadi terkuantisasi dengan

energi @(j +1/2) . Dalam medan magnet, elektron tidak bisa lagi memiliki
mc

momentum arah x dan y sembarang. Momentum arah x dan y harus tertentu
sehingga energi kinetiknya sama dengan (5.105). Ini berarti, dalam diagram px dan
py lintasan elektron akan berupa lingkaran dengan jari-jari R. Jari-jari R tersebut
adalah besar momentum total elektron dalam bidang (x,y). Dengan demikian
jari-jari tersebut memenuhi R* = p? + pi. Karena energi kinetik total dalam bidang

(x,y) memenuhi persamaan (5.105) maka haruslah
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R?  eBh

—L ="—(j+1/2)
2m mc
atau
2eBn , .
R? =T(j +1/2) (5.107)
A
Py

>
\ R; P

Gambar 5.6 Kuantisasi orbit elektron dalam bidang (x,y).
Momentum dalam arah x dan y terikat oleh persamaan
R? = p; + p;. Dengan demikian energi kin etik total dalam

bidang (x,y) adalah R?/2m.

Perhatikan Gambar 5.6. Luas daerah antara dua lintasan berurutan, yaitu
lintasan ke-j dan dan ke-j+1 adalah

AA = 7R?

j+l

_ﬂRJ?

- 159 -



L ([ 414112 -7 x 2

=T X

(j+1/2)

_ 27eBh
c

(5.108)

Tampak dari persamaan (5.108) bahwa luas daerah antara dua orbit berdekatan
selalu konstan, tidak bergantung pada bilangan kuantum j. Ini berimplikasi bahwa
makin ke arah luar maka lingkaran orbital makin rapat untuk menjamin luas daerah
antar lingkaran tetap sama.

Saat medan magnet tidak ada, keadaan-keadaan dalam ruang fase tersebar
secara merata dalam bidang px dan py. Namun, ketika medan magnet diberikan,
keadaan-keadaan dari daerah seluas AA sesuai dengan persamaan (5.108) terkumpul
pada lintasan kuantisasi saja. Jadi, penerapan medan magnet menyebabkan keadaan
yang tersebar dalam daerah seluas AA ditempelkan ke lintasan kuantisasi. Berapa
degenerasi keadaan tersebut?

Misalkan kita memiliki sebuah silinder berongga dengan panjang Ap;. Sisi
dalam silinder dibatasi oleh orbital dengan bilangan kuantum j dan sisi luarnya
dibatasi oleh orbital dengan bilangan kuantum j+1. Menurut persamaan (5.108) luas

alas silinder adalah AA = 2reB#/c. Volum silinder dalam ruang momentum adalah

27eBh

AV, =AAAp, = TAp (5.109)

z

\olum silinder dalam ruang fasa tiga dimensi adalah perkalian antara volume dalam
ruang momentum dengan volume spasial yaitu

27eBnV

AT, VAV, ===

Ap (5.110)

z

\Volum terkecil ruang fasa tiga dimensi adalah h®. Jumlah keadaan di dalam silinder
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di atas adalah

G- Ahip _ 2ﬂ§5fv Ap, (5.111)

Ukuran terkecil ruang fasa dalam arah sumbu momentum p, adalah h.
\Wolume ruang fasa dalam arah sumbu z saja sama dengan perkalian panjang
momentum dalam arah sumbu z dan panjang spasial dalam sumbu z. Panjang
momentum dalam arah sumbu z adalah Ap,. Jika dianggap ukuran assembli dalam
arah x, y, dan z sama maka terpenuhi V = L3. Oleh karena itu panjang spasial dalam
arah sumbu z adalah L = V¥3, Akhirnya, volum ruang fasa dalam arah sumbu z
adalah Ap,V*®. Kerapatan keadaan ruang fasa diukur dalam arah sumbu z saja
menjadi G* = V¥3Ap,/h. Dari sini kita dapatkan bahwa kerapatan keadaan ruang fasa
dalam bidang (x,y) adalah

g = kerapatan ruang fasa dalam ruang (x,y,z) dibagi kerapatan ruang fasa
dalam ruang z saja
atau

G _ 27eBaVAp, /ch’®

976" Vap. /n

27eBRV *"
= 5.112
ch? ( )
Tiap titik dalam ruang fasa mewakili satu keadaan dan semua keadaan
tersebut memiliki energi yang sama. Ini berarti, keberadaan medan magnetik
menyebabkan degenerasi g keadaan energi. Dengan adanya degenerasi tersebut,
energi elektron dapat ditulis dalam bentuk umum

2
e(p, jra)=¢, =20 (j+1/2)+ Pr (5.113)
mc 2m

- 161 -



dengan A ={p.j,a},j=0,1,2,...,dan =1, 2, 3, ..., g. Dalam persamaan (5.113)
kita perkenalkan indeks o untuk memperhitungkan degenerasi energi electron pada
orbital-orbital.

Fungsi grand partisi fermion adalah

Zo =] Ja+z™)
A

atau

INZ, =In] J@+ze”) =Y In(1+ze”*)
A A

=3 Sinfs ze#teia) (5.114)

a=1 j=0 N

Seperti sudah disebutkan di atas, untuk semua nilai « besarnya energi
elektron sama. Dengan demikian penjumlahan terhadap indeks « pada persamaan
(5.114) dapat diganti dengan perkalian tiap suku dengan bilangan degenerasi g. Jadi
kita dapatkan

InZ, = gi ZIn(1+ zeﬂg[pﬂ”) (5.115)

=0 px

Untuk menyelesaikan (5.115) kita ganti pejumlahan terhadap p, dengan
integral dengan terlebih dahulu melakukan transformasi berikut ini

© 1/3
Z(,,_)_> J'(,,,)V dp, - Dengan demikian persamaan (5.115) menjadi
P, -0

h
1/3 ©
InZ :%J‘ > In(L+ 21 )dp, (5.116)
=0

Dari persamaan (5.116) kita dapat mencari jumlah rata-rata elektron dalam assembli
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sebagai berikut

0 gvi® T & 1
N=z2Inz, = S (5.117)
oz ¢ h I jzz(;z‘le’ﬁg["2”1+l P:

—©

Sekarang kita akan mengecek apa persyaratan yang harus dipenuhi oleh z.
Pada suhu yang sangat tinggi, yaitu T — co maka e = e¢*T — 1. Dengan demikian

Vm T 31 (5.118)

1 z
_wJOZ

Agar hasil penjumlahan (5.118) tidak tak berhingga (karena N harus berhingga)

maka haruslah z™ jauh lebih besar daripada satu. Ini berarti nilai z harus jauh
lebih kecil daripada satu. Karena nilai z jauh lebih kecil daripada satu maka kita
dapat mengaproksimasi

In(1+ Ze,f)’e[pz,j])z zePpail

Dengan demikian kembali ke persamaan (5.116) yang dapat diapkroksimasi sebagai

Vl/3 © ©
InZ, ~ I Zzeﬂ‘“’z dp,

—o j=0

1/3 © o
ZgV Zexp[ (pz +—( j+1/2)ﬂdpz

o j=0

zg\ém wexp[ﬁfg JdeZe pKﬁe B(J+1/2)ﬂ

1/3 0
_gv'”® [am xexp( ﬂEhB)xZexp[j ﬂehB}
h -pB 2me ) % mc
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U3 |
=7Zg\; m;xexp(ﬂemij !

2me ), exp[ﬂehB}
mc

_ ngl/3 @ y 1
h -8 exp[— ﬁehB} B exp{ ﬂehB}
2mc 2mc

gv*? [7m 1
= @ ——
h V-4 exp[x]

(5.119)
—exp[-x]
dengan
«__PenB (5.120)
2mc

Dalam kondisi di mana medan magnet yang diterapkan cukup lemah
diperoleh x << 1 sehingga

. 2 XS
e =1+ X+—+—

Dengan demikian, aproksimasi untuk fungsi partisi menjadi

Inz ~ZgV1/3 LU !
N h V-8 2x{1+x?/6)
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gV @X(l—XZIG)
T oh -8~ 2x

_2(V*%eB/27hc)V @X(l—XZIG)

h -p 2X

Persamaan di atas dapat ditulis ulang sebagai

2
Lz, 2B [m [-x/6)
v ch2\-p 2x

z [ 2am 1 [2zm 1( eh )Z(sz
= = 11— == | [ =
2\/5(h2(—ﬁ)h\/(—ﬁ)J[ 6\2mc) \kT

2 2
__ 1_1( en J (EJ (5.121)
27227 6\2me) \ kT
Suseptibilitas magnetik akhirnya menjadi

oM o 1
M 79 Lz
=8 " iy e

V4 en 2
== | = 5.122
62 23KT (ZmCJ ( :

Tampak jelas bahwa susseptibilitas magnetik bernilai negatif yang menunjukkan
fenomena diamagnetik.
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5.6 Efek de Hass-Van Alphen

Sekarang kita tinjau kelakuan gas fermi ideal pada suhu mendekati nol
mutlak. Salah satu fenomena yang menarik adalah efek de Hass-Van Alphen. Pada
bagian ini kita turunkan persamaan yang menjelaskan efek tersebut.

Kita mulai dengan menulis energi assembli pada suhu nol mutlak yaitu

E,=—1B=-MVB (5.123)
Berdasaran bentuk energi tersebut, kita dapat menulis magnetisasi sebagai

1 oE

Kemudian susseptibilitas magnetik memenuhi persamaan

VI

M __17E, 5.124
Y78 TV o8 (5124

Dengan keberadaan medan magnetik searah sumbu z maka elektron akan
bergerak secara bebas dalam arah sumbu z dan gerakannya terkuantisasi dalam
bidang x dany. Sekarang kita melihat kasus khusus di mana gerakan dalam arah
sumbu z tidak ada. Elektron hanya bergerak dalam bidang x dany, yaitu tegak lurus
medan magnetik. Tingkat-tingkat energi elektron menjadi terkuantisasi dan
memenuhi persamaan

e =B (41/2) (5.125)
mcC

i

Dari persamaan di atas maka tingkat energi terendah yang dimiliki elektron adalah

& = ehB/2mc.
Karena hanya berada dalam bidang x dan y maka tiap tingkat energi
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memiliki degenerasi

2/3 2
_V7eB_L eB (5.126)
2r hc 27 he

dengan asumsi bahwa assembli berbentuk kubus dengan sisi L sehingga V = L3,
Karena suhu assembli adalah nol mutlak maka energi assembli Eq sama

dengan jumlah & pada semua N keadaan terendah. Karena degenerasi g bergantung

pada medan magnet B maka tingkat energi tertinggi yang ditempati elektron juga

akan bergantung pada B.

a) Jika g > N maka semua elektron hanya menempati satu tingkat energi terendah.
Tidak ada elektron yang menempati tingkat energi kedua, ketiga, dan
seterusnya. Dalam kondisi ini, energi total yang dimiliki elektron hanyalah

E = Nx_®B (5.127)
2 mc

b) Jika B cukup kecil sehingga g < N maka elektron akan menempati sejumlah
tingkat energi. Tingkat energi terendah terisi g elektron dan sisanya elektron
akan menempati tingkat energi berikutnya. Sampai tingkat energi berapa yang
ditempati elektron akan sangat bergantung pada nilai B.

Untuk menentukan ungkapan umum energi Eq sebagai fungsi B,
perhatikan ilustrasi tingkat-tingkat energi pada Gambar 5.7. Setiap tingkat energi
menampung g elektron. Tingkat energi dengan j = 0 berisi penuh g elektron.
Misalkan sampai tingkat energi ke-j telah penuh ditempati elektron. Berarti ada
sebanyak (j+1) buah tingkat energi yang masing-masing berisi g elektron (dari
indeks 0 sampai indeks j). Jumlah elektron tersebut yang menempati tingkat energi
penuh tersebut adalah (j+1)g.

Sisa elektron sebanyak N — (j+1)g akan mengisi tingkat energi ke-(j+1)
dan tidak penuh, yaitu jumlahnya kurang dari g. Dengan demikian N > (j+1)g. Jika
sampai tingkat energi ke (j+1) terisi penuh maka jumlah elektron harusnya (j+2)g.
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Tetapi karena tingkat energi ini tidak penuh maka jumlah elektron kurang dari itu,
atau N < (j+2)g. Dengan demikian Kita dapatkan ketidaksamaan

(1+Dg<N<(j+2)g

j+2  Kosong
T i< sTeet:;ziian
i)
A }3:;3‘1
j=1
j=0

Gambar 5.7 llustrasi tingkat-tingkat energi yang ditempati
elektron yang terisi penuh dan terisi sebagian. Tingkat energi
tearkhir terisi sebagian.

Masukkan ungkapan untuk g pada persamaan (5.126) sehingga diperoleh

. L? eB . L? eB
+) —— <N +2) ——
( )(Zﬂ' hcj< <{ )(272' th

27 he

(j+D< N(Fe—8j<(j+2)
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Ketidaksamaan di atas dapat ditulis ulang sebagai berikut

1 L* eB 1
—> —|>—
J+1 (22N hc j+2

1 B 1
— > 5>
j+1 2ahcN/el® j+2

—.1 >E>—_1 (5.129)
j+1 B, J+2
dengan
B, = MSN (5.130)
e

Dengan mengingat sampai tingkat energi ke-j telah penuh berisi elektron
dan energi ke-(j+1) hanya tersisi sebagian maka energi keadaan dasar yang dimiliki
assembli dengan kehadiran medan magnet menjadi

Eo = gigi +[N _g(J +1)]‘€j+1
—gz (|+1/2)+[N g(1+1)]—(1+3/2)

=@{QFJ’(] +1)+3(] +1)}+[N -(i+Dgki +3/2)}
me |12 2

en B |,. 1,. . B
= == = _ 5.131
=NB, e {(J+3/2) 2(j+1)(j+2)B } ( )

(o] (o]

Akhirnya kita dapatkan ungkapan umum energi keadaan dasar pada berbagai medan
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magnetik, yaitu

ﬂBox X>1
Le - - 2me . . . (5.132)
N € °x{(j+3/2)——(j+1)(j+2)x} T <x<
mc 2 J+2 j+1
dengan x = B/Bq.
Magnetisasi dan suseptibilitas menjadi
_%26_;?0 K= (5.133)
M = .
Lo D+ 2= (2 +3)) < x<—t
v mc j+2 J+1
0 yX>1
2+ o ex< (51349
vB, mc ]+2 J+1

Plot magnetisasi dan susseptibilitas sebagai fungsi x = B/B, tampak pada
Gambar 5.8. Gambar 5.9 adalah contoh hasil pengamatan magnetisasi bahan
sebagai fungsi kuat medan magnetik. Pengamatan dilakukan pada suhu 2,2 K.
Tampak muncul pola magnetisasi yang serupa dengan ramalan teori yang
ditunjukkan pada Gambar 5.9. Ini menunjukkan teramatinya efek de Haas van

Aplhen pada bahan tersebut.
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Gambar 5.8 Plot magnetisasi dan susseptibilitas sebagai fungsi
medan magnet luar
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Gambar 5.9 Magnetisasi bahan yang diamati pada suhu 2,2 K.
Termatati kemunculan efek de Hass van Alphen (e10.ph.tum.de).

5.7 Paramagnetisme Pauli

Kita sudah membahas tentang diamagnetisme Landau yang dapat dijelaskan
dengan menggunakan konsep kuantum di mana elektron bergerak dalam orbit-orbit
yang terkuntisasi. Sekarang kita membahas fenomena paramagnetisme yang muncul
akibat sumbangan spin elektron.

Hamiltonian elektron bebas yang berada dalam medan magnetik dapat ditulis
1 e\

H:(ﬁ—A) —lieB (5.135)
2m c

Dengan i adalah operator magnetik intrinsik elektron yang memenuhi

ii =y (5.136)
= (5.137)
2mc
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dan & adalah matriks Pauli (operator spin).
Feromagnetisme muncul dari suku kedua dalam hamiltonian. Kita fokuskan
perhatian pada efek yang dihasilkan bagian tersebut. Hamiltonian kita sederhanakan

menjadi

p? = P’ <
H:Z——ﬁoB:Z——ﬂ&oB (5138)
m m

Fungsi eigen dari & e B adalah sB dengan s = +1. Dengan demikian tingkat
energi elektron tunggal yang merupakan solusi eigen hamiltonian di atas adalah

2

£(p,s) =2p—m—SyB (5.139)

Energi assembli menjadi

m
1

2 2Mp&(p.s)

2
- znp,{;_m _ yBJ + anyl(zp—m + yBJ (5.140)
p

di mana np,s adalah jumlah fermion yang memiliki momentum p dan spin s. Karena
memenuhi prinsip ekslusi Pauli maka harga yang boleh dimiliki oleh n, s adalah 0 atau 1

dan

Zznp,s =N

p s
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Sekarang kita menulis dengan simbol lebih singkat lagi

Dengan notasi di atas maka energi total dapat ditulis

2

E=3(n:+n )——yB(N* N) (5.141)
p
Selanjutnya, fungsi partisi menjadi
p2
Z, = % exp{ﬁZ(n; + n;)ﬂ—ﬂﬂB(NJr ~N") (5.142)
e (e p

Untuk melakukan penjumlahan fungsi partisi di atas kita gunakan langkah
berikut ini.

a) Kita pilih N* tertentu

b) Lakukan penjumlahan terhadap semua {n;} dan {n} yang memenuhi
>ni=N* dan > n =N-N*
p p
¢) Lakukan penjumlahanterhadap N* dari 0 sampai N

Dengan urutan penjumlahan ini kita dapat menulis fungsi partisi menjadi
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p

Nyl - P P
Zy —NZOGXP[ puB(N"—N )%eXp{ﬂZp:np Zm}%exp[ﬂan 2m}

= Zexp[— LB(2N*—N )]%exp{ﬁz ny me}%exp{ﬂz n, me} (5.143)

N*=0 p p

Misalkan Zn(0) adalah fungsi partisi N fermion yang tidak memiliki spin di

mana massa tiap sistem adalah m. Kita dapat menulis

2,©0)= 3 eXp{ﬂanpz}exp[ﬁF(N)] (5.144)
2.np=N P 2m

di mana F(N) adalah ebergi bebas Helmholtz assembli yang memiliki N sistem (lihat

persamaan (2.15)). Dengan demikian fungsi partisi akibat kehadiran medan dapat ditulis

Z, =exp[BiBN] Y expl- 28BN 2, . (0)Z,, .. (0),

N*=0
atau
N
%In Z, = puB +%In > expl- 28BN + BF(N,) + AF(N = N,)] (5.145)
N*=0

Dalam penjumlahan di atas akan ada suku-suku yang memberi kontribusi
terbesar. Nilai total penjumlahan kira-kira sama dengan nilai suku dengan kontribusi
terbesar tersebut. Suku-suku lainnya dapat diabaikan. Ini berarti nilai satu suku yang
memberi kontribusi terbesar jauh lebih besar daripada jumlah nilai suku-suku lainnya.

Misalkan suku yang memberikan kontribusi terbesar adalah N* =N* maka

%In Z, ~ ﬂy8+%ln exp|- 28BN + BF(N.) + BF(N - N.)]



—2uBN" + fF(N,)+ SF(N-N,) (5.146)
N

zﬂ,uB—i—

Agar N* merupakan nilai yang memberi kontribusi terbesar maka diferensial
persamaan (5.146) harus nol, atau

0 _ZﬁﬂBN++ﬂF(N+)+ﬂF(N_N+)_O
N N )

oF(N.) ,

FN-N) _,
ON*

ON*

—2puB + B

Dengan menggunakan sifat 0/0x=-0/0(Y —X) maka persamaan di atas dapat

ditulis ulang menjadi

oF(N,) oF(N-N,) _,
oN*  O(N=N*)

— 2B+

atau

8F(N+) _ aF(N — N+) — 5.148
aNTaN-NY 6149

Pada assembli elektron yang berada pada suhu mendekati 0 K maka
elektron-elektron menempati tingkat energi paling rendah hingga tingkat energi fermi.
Jumlah elektron dengan spin up sama dengan elektron dengan spin down atau paling
jauh berbeda satu elektron. Tiap tingkat energi diisi oleh dua elektron dengan arah spin
berlawanan. Ketika pada assembli tersebut diberikan medan magnet maka yang pertama
kali terpengaruh oleh medan magnet adalah elektron di sekitar tingkat energi fermi.
Medan magnet menyebabkan elektron dengan spin up mengalam kenaikan energi
sebesar 1B dan elektron dengan spin down mengalami penuruhan energi sebesar B
juga. Dengan demikian, selisih energi elektron yang mengalami spin up dan spin down

adalah 2B.
Sebelum dikenakan medan magnet, energi elektron yang memiliki spin up dan
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down sama besar, yaitu sama dengan energi fermi. Setelah dikenakan medan magnet,
energi elektron yang memiliki spin up menjadi & (N*) dan energi elektron yang
memiliki spin down menjadi ¢_ (N — N *). Karena selisih energi elektron yang

memiliki spin up dan down adalah 2 ;8 maka kita dapatkan
g(N")—g.(N=N") =28 (5.149)
Jika kita bandingkan persamaan (5.148) dan (5.149) maka kita simpulkan bahwa

OF (N)

(5.150)
oN

5F(N):

Secara umum energi fermi bergantung pada suhu. Pada suhu 0 K, energi fermi

N sistem adalah

(5.151)

372,2N2/3 hZ
N,0) = —
O

Pada suhu T yang memenuhi KT << &r(N), bentuk aproksimasi untuk energy Fermi
adalah (lihat Mikrajuddin, Fisika Statistik, CV Rezeki Putra (2009))

7’ k ’
_ 5.152
5F(N,I)—5F(N,0)[1 12[ N ,O)J ] ( )

Berdasarkan persamaan (5.151) dan (5.152) kita dapat menulis kebergantungan energi

fermi pada jumlah sistem sebagai berikut

& (N,0) =aN?"? (5.153a)

g (N,T)=oN 2’3(1— IT\I(R) (5.153b)
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dengan « =3m2h2/2mV dan (T) = n2k2T2/12 2. Persamaan (5.149) dan (5.153) akan kita
gunakan untuk menentukan suseptibilitas magnetik bahan. Suseptibilitas ini ditentukan

oleh elektron yang berada di sekitar tingkat energi fermi.

Susseptibilitas Fungsi Suhu

Karena energi fermi bergantung pada suhu maka sangat logis kita prediksi
bahwa suseptibilitas yang dihasilkan juga bergantung pada suhu. Untuk mempermudah
kita akan melakukan perhitungan secara terpisah pada rentang suhu yang berbeda-beda.
Hal ini dilakukan karena energi fermi memiliki bentuk asimptot yang berbeda pada
rentang suhu yang berbeda. Penggunaan bentuk asimptot tersebut akan memudahkan
kita melakukan perhitungan. Ada tida daerah suhu tempat kita melakukan perhitungan
susseptibilias, yaitu daerah suhu mendekati 0 K, rentang suhu 0 K < T < &¢/k dan dan

rentang suhu T > &e/k.
Suseptibilitas pada Suhu — O K.
Pada rentang suhu ini energi fermi diaproksimasi oleh & (N,0)=aN?*"*.

Dengan demikian, persamaan (5.149) dapat ditulis menjadi

a(ﬁ+)2/3 _a(N _ N+)2/3 — 2,UB

—, 2/3 N 2/3
gF(N,O)[mIJ _(1_“’U }2;13 (5.154)

Untuk mempermudah, kita definisikan parameter berikut r=2(N*/N)—1. Dengan

parameter ini maka kita dapat menulis
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N+:(N+_1J+1 1(2N+_1]+1:1+_r (5.155a)

N (N 2) 2 2N 2 2
p NT L1 (N7 1) 1 1f2NT L) 1-r (5.155h)
N 2 (N 2) 2 2N 2

Substitusi persamaan (1.55) ke dalam persamaan (1.54) diperoleh

gF(N,O)K“er —(1‘;) }zzﬂs

e N O [0 rpe )-8

23/2

25/2 B
1erfPo@-ryi=2_H (5.156)
Q+ry”—Q-r) = (N.0)

Pada kondisi medan magnet cukup kecil sehingga /B/&r(N,0) << 1 maka suku
di ruas kanan persamaan (5.156) menuju nol. Suku di ruas kanan nol hanya terjadi jika

pada suku di ruas kiri terpenuhi r — 0. Dengan kondisi r — 0 maka kita dapat
melakukan pendekatan binomial pada suku di ruas kiri dan persamaan (5.156) menjadi

5/2
(1+2rj—(1—2rj= 2" 1B
3 3 e (N,0)

4 _ 25/2,UB
3 &(N,0)

atau

(VB (5.157)
g (N,0)
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Momen magnetik total ditentukan oleh selisih elektron yang memiliki spin up
dan spin down. Dengan mengacu para persamaan (5.155) jelas bahwa selisih tersebut
bergantung pada parameter r. Dengan mudah dapat kita hitung bahwa jumlah spin up

adalah

AN:N*—(N—N*):ZN*—N:N(ZE —ijr (5.158)

Dengan demikian momen magnetik total assembli adalah

3V2Nu’B
=ANgu=Nrpy=——"—"— (5.159)
Hiot H H & (N,0)

Magnetisasi didefinsikan sebagai momen magnetik total per satuan volum.
Dengan menggunakan persamaan (5.159) kita dapat menghitung magnetisasi sebagai
berikut

2 2 2
Mo Ho _32NG'B _ 3V2u'B_ 3V24°B (5.160)

Vo & (NOV & (NOV/N) & (NOV

di mana v = V/N, yaitu volum per sistem. Akhirnya, dari magnetisasi total kita dengan

mudah menghitung suseptibilitas magnetik sebagai berikut

M 3242

= =—""7 5.161
0B & (N,0)v ( )

X

Tampak dari persamaan (5.160) bahwa susseptibilitas memiliki tanda positif. Ini

menunjukkan bahwa assebmli bersifat paramagnetik.

Susseptibilitas pada Suhu O K < T < er/k
Selanjutnya kita tinjau kondisi pada rentang suhu yang jauh lebih kecil
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daripada suhu Fermi. Pada suhu tersebut, energi fermi dapat didekati dengan persamaan

(5.153b). Dengan demikian, hubungan pada persamaan (5.149) dapat ditulis menjadi

— . \3/2 473 T+ \2/3 4/3
w5 e o o
N*/N 1-N"/N

a3 1+1 " _ o(T)/N*"? TR s " _ r(T)/N*? ~
oN (2) [1 ((1+r)/2)4'3j o [2] [1 ((1—Ir)/2)‘”3]~2ﬂB

413 413 ar3 ar3 5/2
(1+I‘)2/3[1— 2"7z(T)/N J_(l_r)zla(l_ 2"°z(T)/N JN 2°'° uB

o) O AT
4/3 5/2
1+ rP? (- P 2"°¢(T) 1 _ 1 ~ 2" B 5.162
@+r)—@-ry”+ N7 (= @er?? )" & (N0) ( )

Kita masih menggunakan aproksimasi binomial untuk menyederhanakan suku (1+r)%3

dan (1-r)%3 sehingga diperoleh

(1+3rj_(1_2r]+2“’3f“>([1+3rj_(1_3rjjz25”_ﬂB
3 3 NRE 3 3 & (N,0)

£r+ 24/3T(T)(£rj~ 25/2/JB
N3 |3 g-(N,0)

ﬂr 1+ 24/3T(T) . 25/2ﬂB
3 N ) 5 (N0)
F 1
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-1
3B L, 20eT) (5.163)
PNl TN '

Substitusi kembali #(T) yang telah didefinisikan sebelumnya ke dalam
persamaan (5.163) akan diperoleh

4/3_2p,272\1 413 _2p, 272
e 3J2.B L 25T 3V2.B L 2T (5.164)
e:(N,0) 125,3(N,0) e:(N,0) 128§(N,0)

Dari persamaan (5.154) kita dapatkan selisih antara jumlah spin up dan down sebagai
berikut

4/3 21,212
AN = N < 3V2NuB [1_ 232K j (5.165)

e (N,0) |~ 12£2(N,0)

Akhirnya dari persamaan (5.165) kita dapatkan magnetisasi dan susseptibiltas

magnetik sebagai berikut

M

_ ANg _3J2Nu*B | 2K
Ve (NOV (T 1262(N,0)

2 4/3 21,2712
_3J2u’B L 2Pk (5.166)
e (N,O)V|~ 12£2(N,0)
2 4/3 21,2012
el 3Vou? (| 2T (5.167)
B & (NOV|™ 1262(N,0)

Di sini juga tampak bahwa suseptibilitas bernilai positif yang mengindikasikan sifat
paramagtetisme. Juga tampak pada persamaan (5.167) bahwa susssptibilitas makin

kecil dengan naiknya suhu. Ini adalah gejala yang umum ditemukan pada semua bahan
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magnetik. Sifat magnetik makin menurun dengan naiknya suhu.

Susseptibilitas pada subu T> er(N,0)/k

Untuk kasus ini kita kembali melihat penurunan pada bagian awal dari bab ini.
Kita sudah mendefinisikan z =e*'¥" ~ e* ™M '¥T Pada kondisi di mana kT >> &¢(N,0)
maka nilai z menjadi sangat kecil. Untuk nilai z yang kecil kita sudah dapatkan bentuk

aproksimasi (persamaan (5.24a))

22BN
I~x—=

v \

Dengan demikian

3
e (NO)/KT _ AN

\

e

atau

£ (N,0) ~ KT |n[}“\3/N] (5.168)

Dari persamaan (5.168) kita mendapatkan dua persamaan berikut ini

3N+ 3N+
gF(N+,0)sz|n£’1\'/\' J:len(—)” (N /N)j

V /N
3 3
~kT In(sz KT In(1+r)+ kT |n[ij (5.169a)
v 2V
_ Vi
g-(N=N*,0)~kT In(1—r)+KkT |n(2—j (5.169b)
\'

Dari persamaan (5.169a) dan (5.169b) kita tentukan selisihnya dan diperoleh
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£ (N*,0)— &, (N - N*,0) = kT |nG+—r) (5.170)

Substitusi persamaan (5.170) ke dalam persamaan (5.149) diperoleh

KT |nG+—rjz2yB

—r

1rr eXp{@} (5.171)
1-r KT

Dengan demikian kita dapatkan solusi untuk r sebagai berikut

_ tanh| #B
r= tanh[ﬁ} (5.172)

Dari persamaan (5.172) kita dapatkan ungkapan untuk magnetisasi sebagai
berikut

_Nru 1B
M ————tanh[ﬁ} (5.173)

Karena kita bahas kondisi suhu sangat tinggi maka kT >> 4B. Pada kondisi tersebut kita
dapat mengaproksimasi tanh(x) =~ x di mana x = #B/KT << 1. Akibatnya, magnetisasi
pada persamaan (5.173) dapat diparoksimasi menjadi

LA [#B]_#B
M= v X[kT}_ vkT (5.174)

Dari magnetisasi kita dapatkan suseptibilitas sebagai berikut
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X= g T (5.175)

Sekali lagi tampak bahwa susseptibilitas memiliki harga positif yang menunjukkan sifat

paramagnetisme. Juga tampak bahwa susseptibilitas berbanding terbalik dengan suhu.



Bab 6
GAS BOSE IDEAL

Bab ini berisi diskusi tentang gas bose ideal dalam konstruksi grand
kanonik serta sejumlah aplikasinya. Tujuan bab ini adalah mahasiswa memahami
beberapa aplikasi ensembel grand kanonik boson. Tiga contoh yang dibahas adalah
kondensasi bose-einstein, tekanan radiasi, dan sifat termal kristal. Kita akan
melakukan penurunan persamaan lebih detail yang jarang ditemui di buku-buku
yang sudah terbit. Kurang detail penurunan persamaan pada seumlah buku yang ada
menyebabkan materi yang disampaikan sering sulit diikuti.

Agar dapat memahami bab ini secara mudah para mahasiswa diharapkan
telah memahami cukup baik materi tentang grand partisi. Review ulang tentang
materi di kuliah Fisika Statistik dan termodinamika juga sangat membantu dalam

menguasai materi bab ini.

6.1 Persamaan Keadaan Boson

Kita akan membahas gas bose ideal yang merupakan kumpulan boson
bebas. Boson bebas artinya interaksi antar boson dapat diabaikan dibandingkan
dengan energi kinetik energi internal yang dimiliki boson. Contoh gas boson ideal
adalah assembli foton dan fonon. Kita mulai dari ungkapan fungsi grand partisi
untuk boson, yaitu

z. =[] 1 (6.1)

Sl-ze
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Fungsi grand partisi memiliki hubungan langsung dengan perkalian tekanan dan
volum, yaitu

%:InzG :—InH(l—ze’ﬂfi) =—Zln(1—ze’ﬂ5‘) (6.2)

Untuk menentukan secara eksplisit fungsi grand partisi pada persamaan
(6.2) kita mengganti simbol penjumlahan dengan integral terhadap variable
momentum. Untuk maksud tersebut, terlebih dahulu kita ubah ungkapan diskrit
menjadi kontinu sebagai berikut

Z(...)—)I(...)%szzdp 6.3)

Tetapi sebelum mengganti penjumlahan dengan integral, kita pisahkan suku yang
memiliki energi nol (momentum nol) dari suku yang memiliki energi tidak nol
sebagai berikut

PV
— ==Y Inll—-ze" )-In(l-z
kT i(aZ:O)( ) -2

atau
pP_1 A 6.4
= Vi(;l)n(l ze )Vln(l 7) (6.4)

Mungkin ada pertanyaan, mengapa pemisahan seperti pada persamaan
(6.4) tidak dilakukan pada saat membahas fermion? Kalau kita pisahkan pada saat

membahas fermion maka suku dengan energi nol adalah In(1+z)/V. Ketika V — o
maka untuk z berhingga, nilai (1/V)In(1+z) — 0 Oleh karena itulah suku
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dengan energi nol pada fermion tidak ada gunanya untuk dipisahkan karena nilainya
mendekati nol. Namun sebaliknya terjadi pada boson. Sebagai contoh, jikaz — 1
maka In (1-z) — -co. Dengan demikian suku —In(1-z)/V (suku kedua pada persamaan
(6.4)) bisa memiliki nilai berhingga meskipun V — . Dengan kata lain, suku
dengan energi nol pada boson tidak boleh diabaikan.

Dengan menggunakan (6.3) maka (6.4) menjadi

%z—%jpzln(l—ze’ﬂ”z’zm)dp—viln(l— 7) (6.5)
4

Selanjutnya kita mencari ungkapan untuk jumlah rata-arata sistem boson
dalam assembli. Jumlah rata-rata sistem seperti dinyatakan dalam persamaan (3.34)
menjadi

N =kT-Zinz,
ou

KT i(ﬂ)
ou\ kT

_ 0 4V G 2 —pp?/2m
_kTa/u{— = [;[p In(l—ze )dp—ln(l—z)} (6.6)

Mengingat z =e*’*" maka kita dapat menulis

0 o0zo 1 o 70
7:77:7el -
ou ouoz KT oz KT oz

Dengan demikian persamaan (6.6) dapat ditulis menjadi
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I ERY LY
KT oz

:_47;\3,/sz26|”(:|' 76 IZmbp_i_l

o+

(1 ze””’zm)dp In(1— z)}

pA

L IPZ( L je wlangp L
h 0" 1_Ze_ﬁp /2m 1 Z

_47zVT , zeE dp+ 2
h3 . 1_Ze—ﬁp2/2m 1—7

p
ha 5 z—leﬁpzlzm -1 1—7

Dari semua penjelasan di atas kita merangkum dua persamaan utama

beriut ini
%— _[p In(l 26 ’zm)dp In(1 2) (6.5)
1 N 4r% 1z
= = dp+=— 6.7
v vV R _fp z‘leﬁp fam _ erV 1-2 (67)

0"

Persamaan (6.5) dan (6.7) merupakan persamaan dasar untuk assembli boson dalam
ensembel grand kanonik. Sama dengan sebelumnya, agar lebih sederhana, kita
definisikan panjang gelombang termal partikel A = (2n#%/mkT)¥2. Dari persamaan
(6.5) kita definsikan Sp%2m = x2 Dengan demikian, p?> = 2mx?/S, p = (2m/B)*? x,
dan dp = (2m/B)Y2 dx. Substitusi ke dalam persamaan (6.5) dipeoleh
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% 2
iz_ﬂ; £2mx jln(l—ze )\/ﬁdx—ln(l 2)
kT hsl B s

3/2
47[ 2m < 2 v 1
-~ 2= X In{l—ze™ dx——=In(1-z

:_%(?;EJSIZ]EX In(l ze )dx——ln(l 7)
T

14 %, o) 1
=—— = [x®Inll—ze™* dx-=In(L-z (6.8)
;ﬁ/%i ( )d v 2

Kita definisikan fungsi boson-5/2 berikut ini
4 < 2 _x2
7) = ——— [ x?InlL— ze™ Kix (6.9)
9s,,(2) \/;_! ( b

Dengan menggunakan persamaan (6.9) maka persamaan (6.5) dapat ditulis menjadi

P 1 1
ﬁ=ng,2(z)—\7ln(1—z) (6.10)

Dengan cara serupa, persamaan (6.7) dapat ditulis

vh3

1 4x 7% 2mx? 1 2m 1 z
— . —dx+
B )z -1\ B Vi-z
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1 YA

— - (6.11)
/13 NETS I 7% Vi-:

Kemudian kita definisikan fungsi boson-3/2 sebagai berikut

4 % X
2) = [— 2 —dx (6.12)

93/,(2) \/;‘[‘;Zflex 1
Substitusi persamaan (6.12) ke dalam persamaan (6.11) kita peroleh

1 1 1 z

_2?93/2(2)4'\7_1_2 (6.13)

Perhatikan persamaan (6.9). Jika kita lakukan diferensial terhapat z maka
kita peroleh

% Us/,(2) = _\/L%IXZ %In(l_ ze bx

Dengan memperhatikan persamaan (6.12) maka tampak jelas bahwa

Zaggslz(z) = ga/z(z) (6'14)
Z

Baik gs2(z) maupun gsi2(z) sulit diselesaikan secara analitik untuk semua z.
Namun kita dapat menguraikan kedua fungsi tersebut dalam bentuk deret. Mari kita
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perhatikan uraian berikut ini 1/(1-y) =1 +y +y?>+y® + .... Dengan demikian

~In(-y)= j [ =@y eytey ey

IRV S AR < )
AR ;z

Kita substitusi y = ze™*" sehingga

(1+ze ) Z( _ Y ize (6.15)
1= 4
Dengan demikian kita dapat menguraikan persamaan (6.9) sebagai berikut
i) =3 e o (6.16)
\/; (=1 14 0

Dengan menggunakan hasil yang diperoleh pada bab sebelumnya (persamaan
(5.17)) maka persamaan (6.16) menjadi

9s/,(2) = i ;,; (6.17)

/=1

Fungsi gs12(z) diperoleh dengan mendiferensialkan gs2(z), yaitu

/—1

d
Us/2(2) = Z gs/z(z) = ZZK /572

(=1

0 Z(
S5 (6.18)

(=1

- 192 -



Kita akan menggunakan persamaan (6.10), (6.11), (6.17), dan (6.18) untuk
menbahas sifat-sifat boson. Kita akan bahas tiga topik khusus secara detail yaitu
kondensasi bose-einstein, tekanan radiasi, dan sifat termal kristal.

6.2 Kondensasi Bose-Einstein

Mari kita perhatikan ungkapan deret untuk gs2(z). Jika kita diferensial
terhadap z diperoleh

d d © Z © - © Zf*
7)=— — 619
e Us2(2) = dz; 312 Z:;‘ L il ( )

~

Tampak jelas dari persamaan (6.19) bahwa turunan gs/2(z) selalu positif sehingga
g32(z) adalah fungsi monoton naik.

Mudah dibuktikan bahwa ruas kiri persamaan (6.13) memiliki nilai
berhingga. Oleh karena itu ruas kanan juga harus memliki nilai berhingga. Ini
berimplikasi bahwa gs2(z) juga harus berhingga. Dengan melihat bentuk fungsi
032(2) seperti diungkapkan dalam deret (6.18) maka gs2(z) hanya berhingga untuk
0<z<l1.

Karena gs2(z) adalah fungsi monoton naik maka gs2(z) < gs2(1) untuk 0 <
z < 1. Dari deret (6.18) kita dapatkan

93/, (D) = ig%= (—j (6.20)

/=1

Di mana ¢{(x) adalah fungsi zeta Riemann. Nilai fungsi zetta Riemann untuk
beberapa bilangan spesifik sudah ditabulasi. Khusus untuk x = 3/2 nilainya adalah
2,612... Jadi g32(1) = 2,612 dan untuk semua 0<z <1 berlaku gs52(z) < 2,612...

Misalkan No adalah jumlah boson yang menempati keadaan dasar maka
jelas dari persamaan (6.7)
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N (6.21)

Persamaan (6.13) selanjutnya dapat ditulis

1 1 N
v = Egsxz(z) + 70
atau
2 2
VNO 27_93/2(2) (6.22)

Karena gs2(z) < gs2(1) maka

2 2
VNO 27_93/2(1) (6'23)

Mengingat No menyatakan jumlah boson yang berada di keadaan dasar
maka di keadaan dasar (momentum = 0) dijumpai boson jika terpenuhi A3No/V > 0,
atau

/13
- 1
v > 03,1

Kondisi ketika boson mulai ada di keadaan dasar Kita sebut sebagai keadaan kritis.
Kondisi kritis ini mulai terjadi ketika 4 = A dan ditandai oleh hubungan

3

% = 93/2(1) (6.24)

Dengan memasukkan bentuk explisit dari A kita dapat menulis
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1( 22"
= — 1
V(kacJ 93/ (1)
di mana T, disebut suhu kritis atau suhu transisi di mana mulai terjadi penempatan
keadaan dengan momentum nol oleh boson. Dari persaman di atas maka ungkapan
suhu transisi adalah

27

T = (6.25)
mkv?"*[g,,, "

Suhu T, disebut suhu kondensasi Bose-Einstein. Tampak jelas bahwa suhu transisi
bergantung pada massa partikel boson dan volum rata-rata yang ditempati satu
partikel boson. Makin besar massa partikel boson atau makin besar volume rata-rata
yang ditempati partikel boson maka suhu transisi makin kecil. Dengan memasukkan
sejumlah nilai massa maupun volum rata-rata yang ditempati partikel boson dapat
dihitung suhu transisi memiliki nilai di bawah ratusan nano kelvin.

Kondensasi Bose-Einstein sudah diamati dalam percobaan pada suhu
sangat rendah. Kumpulan atom didinginkan dan ditembakkan dengan cahaya
koheren. Cahaya transmisi dideteksi. Boson yang berada pada keadaan eksitasi dan
keadaan konsensasi meneruskan cahaya dengan sifat yang berbeda. Dengan
mengamati perubahan sifat cahaya transmisi ketika melewati kumpulan boson yang
didinginkan maka dapat diamati terjadinya perubahan populasi boson yang berada
pada keadaan dasar. Gambar 6.1 adalah skema percobaan pengamatan kondensasi
bose-einstein (atas) dan perubahan polupasi boson ketika suhu diturunkan (bawah).
Warna biru menyatakan boson yang berada pada keadaan dasar (boson yang
mengalami kondensasi).
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Gambar 6.1 (atas) skema percobaan deteksi peristiwa
kondensasi Bose-Einstein. Kumpulan atom yang didingin pada
seuhu mendekati 0 K disinari dengan cahaya koheren. Cahaya
yang melewati kum pulan atom tersebut dideteksi dengan
detektor yang sangat sensitif. Pola intensitas cahaya yang lolos
diamati. Ketika suhu mendekati 0 K terjadi pertumbuhan pola
yang berbeda dan makin besar ketika suhu makin diturunkan.
Bagian yanbg tumbuh tersebut dihasilkan oleh boson yang
mengalami konsensasi. (bawah) Contoh pertumbuhan boson
yang mengalami konsensasi. Pada suhu 200 nK mulai ada boson
yang mengalami konsensasi dan makin banyak (intensitas makin
tinggi) ketika suhu masin menuju 0 K (physicsworld.com,
hyperphysics.phy-astr.gsu.edu).
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6.3 Tekanan Radiasi

Matahari atau bintang adalah massa yang berbentuk gas yang memiliki
suhu sangat tinggi. Massa matahari dan bintang-bintang sangat besar. Matahari Kita
memiliki massa 2 x 10% kg. Bumi sendiri memiliki massa 5,96 x 10%* kg. Dengan
demikian massa matahari sekitar 336.000 kali massa bumi. Dengan massa yang
sangat besar tersebut maka matahari melakukan gaya gravitasi yang sangat tinggi
pada material penyusunnya. Dengan wujud yang berbentuk gas maka harusnya
material penyusun matahari tertarik ke pusat matahari atau runtuh ke pusat matahari.
Tetapi mengapa hal tersebut tidak terjadi? Mengapa material penyusun matahari
tetap stabil dan tidak tumpah ke matarahi?

Material penyusun matahari tidak tumpah ke pusat karena dari dalam
matahari dihasilkan tekanan. Tekanan tersebut dihasilkan oleh radiasi yang
drpoduksi dari dalam matahari. Dengan suhu yang sangat tinggi matahari
memancarkan radiasi ke segala arah dalam jumlah yang sangat besar. Radiasi
tersebut membawa momentum sehingga dapat menghasilkan gaya. Gaya tersebutlah
yang mengimbangi gaya gravitasi sehingga bentuk matahari atau bintang-bintang
tetap stabil (Gambar 6.2).

Radiasi matahari tetap dihasilkan selama di pusat matahari masih
berlangsung reaksi fusi nuklir (pegambungan inti hidrogen menjadi inti helium).
Masalah akan muncul ketika hidrogen sebagai bahan bakar fusi nuklir habis. Reaksi
nuklir akan berhenti sehingga matahari pun berhenti memproduksi radiasi.
Akibatnya, tidak ada lagi gaya radiasi yang mengimbangi gaya gravitasi. Material
penyusun matahari atau bintang akan runtuh sehingga ukuran bintang mengecil.
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Gaya oleh tekanan radiasi s
Gaya oleh gravitasi s

Gambar 6.2. Ukuran bintang ditentukan oleh kompetisi antara
gaya akibat tekanan radiasi yang berasal dari dalam ke arah luar
dan gaya akibat gravitasi pada material bintang yang berarah dari
luar ke dalam (www4. nau.edu)

Pada bagian ini kita akan menghitung tekanan yang dihasilkan oleh radiasi.
Kita mulai dari fungsi grand partisi untuk boson pada persamaan (6.1). Ketika kita
menurunkan fungsi distribusi untuk boson (lihat materi Fisika Statistik), parameter
o adalah pengali Lagrange yang diperkenalkan untuk menjamin kekonstanan
jumlah sistem (partikel). Namun, untuk foton maupun fonon, jumlah partikel dapat
diciptakan dan dimusnahkan (tidak konstan) sehingga pengali Lagrange untuk
konstrain jumlah partikel tidak diperlukan. Ini setara dengan nilai « =0 atauz = 1.
Jadi, fungsi grand partisi untuk foton atau fonon memenuhi
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1

Ze :Hl—eﬂ‘”

i

atau

nZg=-> -¢") (6.26)

]

Lebih lanjut, karena foton memiliki dua arah polarisasi maka penjumlahan terhadap
indeks j meliputi penjumlahan terhadap polarisasi dan penjumlahan terhadap tingkat
energi. Penjumlahan terhadap polarisasi dapat dilakukan langsung dan
menghasilkan dua kali penjumlahan terhadap energi saja. Jadi kita dapat menulis
persamaan (6.26) menjadi

InZg =23 Inf1—e* ) (6.27)

Sudah kita turunkan di bab sebelumnya bahwa ada hubungan antara
perkalian tekanan dan volum dengan fungsi grand partisi, yaitu PV = kT In Ze.
Tekanan yang dihasilkan memenuhi persamaan

(a(pv)
p_( v )

0 0
=—(kTInZ.)=kT—InZ 6.28
av( c) v NZe (6.28)

Misalkan assembli foton berada dalam kotak dengan dimensi L. Volume
assembli adalah V = L?® atau panjang sisi kotak adalah L = V-2, Bilangan gelombang
berdiri yang dapat terjadi dalam kotak memenuhi
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k:nZT”:Z;znV‘”3 (6.29)

Dengan demikian, energi foton di dalam kotak dapat ditulis
&, =ho =hck = 2zhenV ° (6.30)

Substitusi persamaan (6.30) ke dalam persamaan (6.28) dan (6.27) diperoleh
p=—2kT iZln(l—eﬂz’”m’”vm) (6.31)
oV <

Untuk menyelesaikan persamaan (6.31), mari kita gunakan hubungan

berikut ini In(1-e™) = iie’w . Jika disubstitusi ke dalam persamaan (6.31) kita
= m

peroleh

p= —okT _zz m(/}Zzzﬁch’l/3

kml

- —ZKTZZ mpzsteny [—%mﬁZﬂhch 4’3}

k m=1

—ZKTZZ L gne, {—%mﬂgk /v}

kml

KTP e mp 2KT E
S TOPLLEEE DV

k m=1

2kT/3 e/
Z B (6.32)
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Terlebih dahulu mari kita hitung penjumlahan berikut ini

eﬂék

zgk 1— P

Kita ganti penjumlahan dengan integral yang diawali dengan melakukan
tnasformasi sebagai berikut

& > ho

S L amkidk =1
= 7 22) 27

-t de (6.33)
Dengan transformasi tersebut maka kita dapatkan

eﬂgk © 1 5 eﬁh(a
£ = o do(hio
Zk: K1—ef !27[203 ( )1— m

©

3da£ﬁ’h(u iemﬁha}

e
3
27%c? ! 1-e  27%°

0 h © °s)
deze(m+l)ﬂhw :?J‘dewZemﬁhw
m=0 2r°c 0 =1

0

<621

27[20 ~ m,b’h)

h 2T 3 mpho
E dawe =
27z 03 m:y([w

h 6 &1 h 6
23X z =

= — —_— —_— = —— X —— X —
27°¢® pntagmt 27%¢d gt 90
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_4x° (kT)*

= (hey (6.34)

Akhirnya dengan substitusi persamaan (6.34) ke dalam persamaan (6.32) kita
dapatkan

_2kTp 8 4z° (kT)* E (kT)*

_ (6.35)
v 15 (hc)* 45 V(hc)®

Persamaan (6.35) adalah tekanan radiasi yang dihasilkan oleh benda yang memiliki
suhu T.

Untuk foton dengan dua arah polarisasi, energi total foton memenuhi
persamaan

Pex
U=2%¢ 1e—ﬁ (6.36)
K —e

Kemudian mengacu pada persamaan (6.32) kita dapatkan

AT (KT 4n® (KT)

= (6.37)
15 (hc)® 15 (hc)®
Dengan membandingkan persamaan (6.35) dan (6.37) kita dapatkan
1U
P==— 6.38
3V (6.38)

Dari sejumlah penjelasan di atas kita sudah membuktikan bahwa radiasi
elektromagnetik menghasilkan tekanan. Tekaan yang dihasilkan merupakan fungsi
pangkat 4 dari suhu. Dengan suhu ratusan juta kelvin maka dapat diprediksi bahwa
tekanan radiadsi di bintang sangat besar. Tekanan itulah yang melawan gaya
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gravitasi sehingga bintang tidak runtuh. Persamaan (6.38) menunjukkan bahwa
tekanan radiasi berbanding langsung dengan kerapatan energi yang dimiliki benda,
yaitu P = u/3 dengan u = U/V adalah energi per satuan volum.

6.4 Sifat Termal Fonon

Sama dengan foton, fonon mengalami peristiwa produksi dan musnah
secara berulang-ulang di dalam assembli kristal. Dengan demikian jumlah fonon
dalam assembli tidak konstan. Tidak ada potensial kimia yang berkaitan dengan
produksi atau pemusnahan fonon sehingga x= 0 atau z = 1. Fungsi grand partisi
fonon menjadi persis sama dengan persamaan (6.26).

Penjumlahan terhadap j meliputi penjumlahan terhadap tingkat energi dan
polarisasi. Fonon memiliki tiga arah polarisasi (vibrasi dalam arah sumbu x, sumbu
y, dan sumbu z) (Gambar 6.3). Misalkan kristal bersifat isotropik maka tiga arah

polarisasi bersifat identik dan kita dapat langsung mengganti Zi =3y,

dengan k adalah indeks untuk tingkat energi saja. Dengan demikian untuk fonon
persamaan (6.26) menjadi

InZg =3 InfL—e ) (6.39)

Fonon dapat dipandang sebagai gelombang, serupa dengan gelombang
elektromagnetik. Hubungan antara bilangan gelombang dan frekuensi yang berlaku
pada gelombang elektromagnetik juga berlaku pada fonon. Dengan demikian,

energi fonon dapat ditulis dalam bentuk & = (k) dan hubungan antara frekusnasi
dan panjang gelombang memenuhi

®=Vk (6.40)

dengan vy adalah kecepatan grup.
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Gambar 6.3. Secara umum atom-atom dalam kristal memiliki
tiga arah vibrasi. (memiliki tiga polarisasi) (www1.aps.anl.gov)

Seperti yang telah kita lakukan pada gelombang elektromagnetik, kita
dapat mengganti penjumlahan pada persamaan dengan integral sebagai berikut

dk
)3

A7k?
;(...)aj(...) 2

i )47r(a)/vg)2d(a)/vg)_ 4

7 = v j (.)o%dw

Dengan transformasi tersebut maka persamaan (6.39) menjadi
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Inzez—%j o’ In(l—e” Mo (6.41)

9

Berbeda dengan gelombang elektromagnetik yang dapat memiliki
frekuensi dari 0 sampai tak berhingga, menurut Debye fonon hanya diijinkan
memiliki frekuensi dari nol hingga frekuensi maksimum tertentu. Frekuensi
maksimum tersebut bergantung pada jenis material. Misalkan frekuensi maksimum
kita tandai dengan owm maka bentuk lengkap dari persamaan (6.41) adalah

)

InZg =~ jm In1-e” e (6.42)
ﬂ'

Energi assembli memenuhi persamaan

wm 3
U=z, - 3? = e P (6.43)
oB 27y 5 e -1

Untuk menyelesaikan persamaan (6.43) kita misalkan w = x/(-h). Dengan

demikian dw = dx/(-fh), dan wm = Xm/(-5h). Substitusi ke dalam persamaan (6.43)
kita peroleh

3 T[X/( pr [ x o
27[2V3 -1 (—,Bh) T 27y —ph)* 3 e 1

KT % X

_ (6.44)
27 (hv,)® g e -1
Untuk menyelesaikan persamaan (6.44) mari terlebih daulu kita
definisikan fungsi berikut ini
(X (6.45)
d(y) = dx .
W=]37
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Dengan fungsi tersebut maka persamaan (6.44) dapat ditulis

3(kT)*
=——"—®D(X (6.46)
an(hvg)3 (Xn)

Fungsi ®(y) sulit untuk dihitung langsung. Yang dapat kita lakukan adalah
mencari aprokasi pada kondisi ekstrim di manay << 1 atauy >> 1. Jikay << 1 maka
semua x dalam integral (6.45) memenuhi x <<1. Dengan demikian kita dapat
melakukan aproksimasi berikut ini

& —1~ L+ X+ X2/2)—1=x+X2/2 = X(1+X/2)

Dan fungsi pada persamaan (6.45) terapkrokasimasi menjadi

D(y) ~ j

y y
dx=| x>+ x/2)dx ~ | x*(L— x/2)dx
o X(L+ x/2) ! ( ) -!- ( )

<

- [~ /2)dx_§y3—%y4 (6.47)

0

Sebaliknya, jika y >> 1, kita lakukan proses perhitungan berikut ini. Kita
mulai dengan melakukan penguraian deret berikut ini.

1 17X 1(1+e +e? )
e—l e‘l-e™) e

—er e e a)=de™

n=1

Dengan uraian deret ini maka fungsi ®(y) menjadi
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y © w Y
O(y) = jx32e’”xdx => j x%e™dx
0 n=1

n=1g

Mari kita selesaikan dulu integral berikut ini

a 3,4-NX d3 ¢ —nx
ij e dx=—@je dx
0 0

n=1

Untuk y yang sangat besar kita bisa ambil y — o sehingga

ij:XSendez_(;j?’Tende:_dsl E
0

3 3. 4
) n"y dnn n

Dengan demikian aproksimasi ®(y) pada y yang sangat besar adalah

= 6 =1 ~
D(Y)rY —=6Y = =6x—=" 6.48
) F,Z:;‘n“ nzzl“n4 “90 " 15 (6.48)

Dari persamaan (6.46), (6.47), dan (6.48) kita dapatkan ungkapan untuk
energi dalam pada dua kondisi ektrem sebagai berikut

1, 1,
=Xy — =X, X, <<1
() ) (6.49)
2m”(7vy) z X, >>1
15
Karena x =-hw, B = hkaT)m maka kita dapat menulis ulang persamaan (6.49)

sebagai
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Yho V' _Lho ) o
_ 3k J3UkT ) 8l kT
2 Zh 3 4
7 (V) z T—-0
15

(6.50)
Dari ungkapan energi dapat kita tentukan kapasitas kalor sebagai berikut
¢ v
dT
(6.51)

Kita definisikan suhu Debye sebagai berikut T, =%, /k . Dai definisii

tersebut maka kapasitas kalor memenuhi persamaan

(6.52)
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T M 1
Gambar 6.4. Kapasitas kalor perak. Simbol adalah eksperimen
dan garis adalah teori Debye dengan menggunakan suhu Debye
215 K (hyperphysics.phy-astr.gsu.edu)

Tampak dari persamaan (6.52) bahwa pada suhu sangat tinggi kapasitas

kalor kristal tidak bergantung pada suhu. Inis esuai dengan hukum Dulong-Petit
yang diturunkan dari fisika klasik (persamaan ekipartisi energi). Sebaliknya, pada
suhu mendekati 0 K kapasitas kalor berubah sesuai dengan pangkat tiga suhu.

Gambar 6.4 adalah contoh hasil pengukuran kapasitas perak dan kurva

Debye yang dibuat dengan menggunakan Tp = 215 K. Tampak jelas kesesuaian

yang luar biasa antara hjasil eksperimen dengan teori Debye.

6.5 Radiasi Benda Hitam untuk Foton dan Neutrino

Sekarang kita coba membandingkan sifat radiasi benda hitam foton dan

neutron. Topik ini dibahas oleh Walsh dan Gallo (P.J Walsh dan F.F. Gallo,

American Journal of Physics 48, 599 (1980)). Asumsi adalah neutrino adalah partile
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yang dipancarkan bintang-bintang dan bergerak dengan laju sama dengan laju
cahaya. Neutrino tidak (atau hampir tidak) memiliki massa sehingga sifat radiasi
neutrino mirip dengan sifat radiasi gelombang elektromagnetik. Perbedaannya
adalah neutrino berinteraksi sangat lemag dengan material sedangkan gelombang
elektromagnetik berinteraksi kuat dengan material. Perbedaan lain adalah neutrino
merupakan fermion dengan spin #/2 sedangkan foton adalah boson dengan spin 7.
Selama kita membahas radiasi neutriino saat meninggalkan permukaan bintang dan
menuju ruang dalam alam semesta (tidak ada materi di situ) maka sifat radiasi
neutroni hampir mendekati sifat radiasi foton. Energi foton memenuhi persamaan
&w) = ho dan energi neutrino juga memenuhi hubungan yang sama.

Kerapatan keadaan gelombang per satuan volum per satuan frekuensi
memenuhi persamaan N (w) = 47w’ /c®. Karena foton memiliki dua arah polariasi
(degenerasi 2) maka keparapan keadaan foton per satuan volum per satuan frekuensi
adalah

N, (o) = 2(47?’2} (6.53)

Neutrino memiliki dua spin (£7/2) sehingga memberikan dua degerasi dan neutrino
muncul dalam s tipe. Dengan demikian total degenerasi neutrino adalah 2s. Oleh
karena itu kerapatan keadaan neutroni per satuan volum per satuan frekuensi adalah

3

N, () = 2{4’;”ZJ (6.54)

Jumlah rata-rata foton yang memiliki frekuensi @ memenuhi statistik
bose-einstein yaitu

1

eha)/kT _1

(@) = (6.55)

Jumlah rata-rata neutrino yang memiliki frekuensi @ memenuhi statistik fermi-dirac
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yaitu

1 (6.56)

N, (@) = ool T 1

Dengan demikian, kerapatan energi foton dan neutrino menjadi

870° hw
pf(a))sz(a))nf((O)h(OZ C3 e;,a,/k-r_l (657)

8ms0° ho
pn (60) = Nn(w)nn (a))ha) = C3 ehw/k'r +1 (658)

Berdasarkan persamaan (6.57) dan (6.58) kita dapat mencari pendekatan
pada suhu sangat rendah dan suhu sangat tinggi. Pada suhu sangat rendah terpenuhi
ho >> KT sehingga exp(fiw/kT) + 1 ~ exp(iw/KT). Akibatnya kerapatan energi foton

dan neutrino menjadi

3
(@)~ 8”23‘" exp(—h/KT) (6.59)
(6.70)

8ash®
= exp(-haw/KT)

Py (@) =

Pada suhu sangat tinggi sehingga terpenuhi 7o /KT << 1 maka exp(fw/kT) -1 = {1 —
(h@/KT) ]- 1 = Aiw/KT dan exp(fiw/KT) +1 ~ {1 + (hw/kT) ]+ 1 ~ 2. Dengan demikian,

kerapatan foton dan neutrino menjadi

87w’kT
pi(@) = (6.71)
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2
prf) =5 (6.72)

Tampak bahwa kerapatan energi foton meningkat dengan bertamhanya suhu

sedangkan kerapatan energi neutrino konstan.
Daya radiasi foton atau neutrino yang dipancarkan bintang pada frekuensi

@ memenuhi persamaan
c
R (@) = rid (w)

270" ho _ 27k°T? (he/KT)? (6.73)
CZ e}’nu/kT _1 hZCZ e)‘m}/kT _1

dan

Ry(@) =7 (@)

_ 2150° ho _ 278K°T? (ho I KT)? (6.74)
C2 eha)/kT +1 hZCZ eh{u/kT +1

Kita substitusi variabel baru x = /KT sehingga .

27T X3
2 n%c? e*-1 (©.75)
2725k x°
R (x) = 6.76
(0 h%c® e +1 (6.76)

Radiasi yang dipancarkan dengan energi maksimum dapat diperoleh

dengan mendifensial persamaan di atas. Hasilnya adalah
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dR, () _24&°T°d x* _
dx h%c? dxe*-1

(3-x)e* —3=0

Solusi untuk x adalah Xm = Aon/KT = hc/AnKT = 2,8225 atau

Fnl = 2,82(;5k ©710
Dengan cara yang sama maka untuk neutrino
dR,(x) __ 27zk°T° d X° _
dx n’c® dxe*+1
(3-x)e*+3=0
Solusi untuk x adalah Xm = iom/KT = hc/AnKT = 3,1325 atau
Al = 3,12;5k (6.78)

Persamaan (6.77) dan (6.78) adalah persamaan pergheseran Wien untuk
foton dan neutrino. Persamaan (6.77) sudah sering kita pelajari karena meruypakan
persamaan yang ditutunkan Wien sendiri satu abad yang lalu. Persamaan (6.78)
mungkin baru pertama Kita lihat.

Latihan

1) Jumlah rata-rata sistem yang menempati tingkat energi ke-j dalam assembli
boson memenuhi
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1
(n) =z

Dengan demikian jumlah total sistem boson diberikan oleh persamaan
1
N= Z<ni> - Z (&, - IKT

a) Dari persamaan di atas buktikan bahwa potensial kimia memenuhi x< eo.
Petunjuk: Jika g tidak lebih kecil dari so maka akan ada energi yang lebih kecil
daripada 4 Dengan demikian, ada tingkat energi ke-i sedemikian sehingga g < u
pada semua j < i. Buktikan bahwa kondisi ini tidak memiliki makna fisis.

b) Pada suhu T — 0 hampir semua boson berada pada tingkat energi paling rendah
(o). Buktikan bahwa pada suhu T — 0, potensial kimia memenuhi

M k(14
IimT -0 N

c) Dengan mendefinisikan ¢ = & - & buktikan bahwa N dapat ditulis sebagai

N — Z e—s(so—p)/kT Z e—sg/kT
s=1

20

d) Kerapatan keadaan partikel tidak berinteraksi dalam kotak 3 dimensi memenuhi
persaman

27V (2m)*'?

h3 81/2d8

p(e)de =

Jika sumasi di atas ditransformasi ke dalam bentuk integral maka kita dapat menulis
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N 27[\/(2m)3/ zefs(go u /kTZIgl/Ze se/KT (o
s=1

20 o

Buktikan bahwa integral di atas menghasilkan

V (27mkT)*'2

N = e

Fl(s,— ) /KT]

dengan F[x] adalah fungsi London yang diberikan oleh

© —

F[x] =Z

1

e) Salah satu sifat fungsi London adalah F[0] = 2,612. Dari sifat ini buktikan bahwa
pada suhu Ty yang sangat rendah terpenuhi hubungan

V (22amkT,)*'?

h3

N =~ 2,612
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Bab 7
EKSPANSI KLUSTER

Pada bab ini kita akan mempelajari salah satu metode ekspansi dalam
mekanika statistik. Metode ekspansi yang sangat populer adalah ekspansi kluster
yang diperkenalkan oleh Meyer. Topik ini cukup sulit dipahami karena sangat
abstrak. Kita akan membahas secara lebih rinci sehingga dapat dipahami lebih
mudah daripada pembahasan yang dikemukakan di sejumlah buku yang telah ada.

7.1 Pendahuluan

Metode ekspansi kluster digunakan untuk mencari persamaan keadaan
assembli yang mengandung partikel-partikel yang saling berinteraksi satu dengan
lainnya. Dengan adanya interaksi ini maka energi total tidak hanya berupa energi
kinetik tetapi juga mengandung komponen energi potensial yang merupakan fungsi
jarak antar partikel. Energi interaksi antar partikel ke-i dan ke-j kita nyatakan

sebahai u(rj) di mana r; = ‘Fi - FJ‘ Energi total yang dimiliki assembli menjadi

E=Z::;;;+iiu(rij) (7.1)

i=1 j>i

Pada penjumlahan dobel di atas Kita batasi i>j untuk menghindari perhitungan dobel
mengingat u(rij) = u(r;). Kita juga meniadakan suku dengan i = j karena tidak ada
interaksi partikel dengan dirinya sendiri.

Kita juka akan membatasi pada interaksi yang tidak terlalu besar. Karena
umumnya metode ekspansi dapat diterapkan jika ekspansi dilakukan terhadap suku
yang ordenya kecil (Iebih kecil dari satu) untuk mencapai konvergensi. Interkasi
yang tidak terlalu besar sering ditemui pada assembli gas. Meskipun ada interaksi
antar pertikel gas namun atom atau molekul gas masih dapat bergerak dengan
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bebas. Ini menunjukkan bahwa tarikan atau tolakan antara atom atau molekul
tersebut sangat kecil.

Dengan menggunakan energi interkasi pada persamaan (7.1) maka fungsi
partisi kanonik untuk partikel yang bersigat semiklasik dapat ditulis

Vi pr/Zmﬁ-ZZu(nJ)

o [ 4T R AR, 0P T T (7.2)

20 = Nin

Komponen energi kinetik dan energi potensial masing-masing merupakan variabel
bebas (tidak terkait satu sama lainnya) sehingga integral dapat dilakukan masing-
masing. Jadi kita dapat menulis

ﬂZPiZ/Zm ﬁzzu(rij)

[Pt T [ a0 T (7.3)

N!h3N

Z, =

Mari kita lakukan integral terhadap momentum dulu. Antara momentum
satu dengan lainnya tidak tekait satu dengan lainnya. Dengan demikian variabel
momentum untuk masing-masing partikel merupakan variabel bebas. Oleh karena
itu integral tersebut dapat dipisah sebagai berikut

ﬁzp'zlzm 2 2 2
[.[d*p.d*p,..d°pye = [e/2nd°p, [ /2d*p,...[ e /*Nd B, (7.4)

Kita gunakan hubungan yang sudah sangat dikenal berikut ini
2 3/2
Ieﬁpiz/zmd3f)i :(_ TﬂmJ _ (27zka)3/2 (7.5)

Dengan memasukkan persamaan (7.5) ke dalam (7.4) kita mendapatkan

B p?i2m
[-[d°Pd®p,..d°Bye % = (22zmkT "% (22mkT )*'?...(22mKkT )*'?

— 2amkT " (7.6)

\Oleh karena itu fungsi partisi kanonik menjadi



1 B2 u()

3N/2 e
Zy = o (kT P2 [dhd°s,.. d T e
3N/2 By > u(ry)
=,\1“(2’“:2"Tj [.fd°rd,. . d%Fe T (7.6)

Selanjutya dengan medefinisikan 1 =+/h?/2zmkT kita dapat menulis persamaan
(7.6) menjadi

BY D u(ry)

Z, = j Id3Fd r.dre (7.7)

N|/13N

Setelah menentukan fungsi partisi kanonik maka Kita dapat menentukan
fungsi partisi grand kanonik menurut hubungan berikut ini

=32z, (7.8)

N=0

dengan z =e*’*"

/7.2 Penurunan Fungsi Partisi

Mari terlebih dahulu kita tentukan fungsi partisi kanonik lebih rinci dengan
metode ekspansi kluster. Kita kembali menulis sebagai berikut

ﬁZ.:,Z.:u hij) l_ll—[eﬁu(rIJ (79)

i i
Untuk mempermudah pembahasan kita kembali definisikan fungsi f(r;) sebagai
berikut

M) =14 f(r ) (7.10)

Dengan menggunakan persamaan (7.9) dan (7.10) kita mendapatkan hubungan
berikut ini

[TITe" =TT f ()

P> ij>i
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Akibatnya, bagian integral pada persamaan (7.10) menjadi

j...jd3ﬁ...d3FNeﬂZ§um) =TII1[ - 0%+ £ 5)

i j>i
= [ e (L fy o gt fy g bt £ 6 ) (7.11)

dengan «, g, ..., n adalah pasangan dua angka yang berbeda. Misal a =12, § = 24,
dan seterusnya.

Tugas Kita selanjutnya adalah menyelesaikan integral pada tiap suku
persamaan (7.11). Suku pertama dalam tanda kurung hanya angka satu sehingga
integralnya dapat dilakukan dengan mudah dan hasilnya adalah VN. Suku-suku
lainnya mengandung fj yang berupa satu unit atau perkalian sejumlah f; sehingga
integral yang dilakukan lebih sulit.

Beberapa integral yang dapat dilakukan dengan mudah adalah

[ [d°..a%, = [d*; [d°F,...[d°R, =V" (7.12)
[.] £,0°70%,..d%, = [d°Rd*, T, [d*% [ d°F,...[d°F,
=V [ drdn 1, (7.13)

Kita kembali ingat bahwa f,,(r,) = fQF2 - fl\) Untuk menyelesaikan integral

di atas masri kita definisikan variabel baru berikut ini

=l
Il

N
|

ial)

L+h

2
Dengan definisi tersebut maka f(ri2) f(r), F =R—F/2 dan F, =R+F/2.
Transformasi elemen volume ke dalam variabel baru memenuhi persamaan

R=

[drd°r, = I[d°Rd°F

Dengan J adalah Jacobian yang memenuhi
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or/oR oFlor
o, /6R  oF, | oF

11
= = =— 4 —=
2 2

1

1 -1/2
1 1/2

Jadi Jde'ﬁdsr2 - Idaﬁdar. Persamaan (7.13) selanjutnya dapat ditulis

[ ] fod°Rd°F,..d°F, =V "2 [ [d°Rd°FF (1)
=V N-Zjd3ﬁjd3rf (r)=V N-ljd3rf (r

Tampak bahwa hasil integral tidak bergantung pada indeks. Jadi, berapa pun indeks
yang muncul pada fungsi f maka nilai integral selalu sama. Jadi, secara umum

[ ] 1,0%d°s,.d°F, =V [d°FF () (7.14)

Yang sulit kita hitung adalah integral yang memuat perkalian f;j yang saling terkopel
(tidak dapat diuraikan atas integral terpisah).

Perhatikan kembali uraian suku-suku dalam persamaan (7.11). Angka-
angka yang muncul pada indeks maksimal berjumlah N angka. Sebagian suku hanya
mengandung angka yang jumlahnya lebih sedikit daripada N. Sebagai contoh,jika
dalam suku tersebut hanya ada fi,f1s maka jumlah angka yang muncul hanya 3
angka.Jika dalam suku tersebut hanya ada f1.fsfsefs9 maka jumlah angka yang
muncul hanya 7 angka.

Sebagai bahan pembahasan mari kita lihat suku yang mengandung
perkalian berikut ini fi2fs4f3sfsef7sf70. Koordinat yang tidak saling bebas dalam suku
tersebut adalah 1, dan F, (muncul dalam f(ri2)), ,, F,, §, dan F, (muncul dalam

f(raa)f(ras)f(rse)), dan r,, ¥, dan r, (muncul dalam f(rzs)f(r7o)). Jadi, terdapat 9
koodinat posisi yang tidak saling bebas. Nilai integralnya dapat ditulis menjadi

[ o] Fio fou s g T T d°Rd°F,.. 0T,
=V L fy By B B g F0d R R °Rd °T,d R d T d °Fd°Rd°F,

=V [ [ A,d°R%, [ £y f fogd R °F,d°Rd°T, [ [ f F,0d°Td°Rd°F,
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Grafik

Sekarang mari kita mendefinisikan besaran yang dinamakan grafik. Grafik
adalah representasi lain dari bentuk integral. Gambar 7.1 adalah contoh integral
dan bentuk grafiknya. Grafik adalah kumpulan lingkaran-lingkaran yang
dihubungkan oleh garis-garis. Tiap lingkaran diberi nomor dengan angka antara 1
sampai N. Tampak dalam Gambar 7.1 bahwa jika dalam integral terdapat f;, maka
dalam grafik lingkaran yang diberi angka i dan angka j terhubung dengan garis.

Selanjutnya, jika suku-suku dalam persamaan (7.11) ada indeks yang tidak
muncul maka grafik definisikan sebagai sebuah lingkaran yang memiliki angka
yang tidak muncul tersebut. Contohnya dapat dilihat pada Gambar 7.2. Pada
persamaan yang pertama dan kedua dalam Gambar 7.2 tidak ada f yang muncul
sehingga grafik hanya berupa satu lingkaran. Lingkaran tersebut diberi angka sama
dengan indeks pada d*F . Pada persamaan ketiga hanya f1, yang muncul sedangkan
angka 3 tidak muncul. Maka yang diperoleh adalah perkalian grafik yang berupa
dua lingkaran terhubung dan satu grafik yang hanya berupa sebuah lingkaran.

J[fed’ra’,  O—0@

[ -] £ 1is0rd 7,

[ -] fio F0d R R d°F,

[ o] £ fig i g Foud °RA°Td°F,

Gambar 7.1 Contoh integral dan representasinya dalam bentuk
grafik.



[ar @

[.Jdrdnd, @ @ @

[.]fdmdnd’, O—@ O

Gambar 7.2 Jika anda angka yang tidak muncul dalam f maka
grafiknya didimbolkan sebagai sebuah lingkaran saja yang
memiliki nomor angka yang tidak muncul tersebut.

Dari penjelasan di atas dapat kita tarik kesimpulan bahwa suku-suku dalam
persamaan (7.11) selalu dapat dinyakan sebagai perkalian sejumlah grafik yang
terdiri dari satu lingkaran, 2 lingkaran, 3 lingkaran, dan setersunya. Grafik yang
mengandung ¢ lingkaran yang dihubungkan oleh garis-garis kita sebut kluster-/.
Dalam satu suku penjumlahan pada persamaan (7.11) bisa terjadi kluster-1, kluster-
10 atau kluster lainnya muncul beberapa kali. Sebaliknya bisa jadi kluster lainnya
tidak pernah muncul. Sebagai contoh dapat dilihat pada ilustrasi berikut ini.

[[fd5d,.d, @ @ @ - ®

Pada ilustrasi di atas kluster-1 muncul sebanyak N kali sedangkan kluster-kluster
lainnya tidak pernah muncul.
Misalkan pada satu suku dalam persamaan (7.11)
e Kluster-1 muncul sebanyak m; kali;
e kluster-2 muncul sebanyak m; kali;

e Kluster £ muncul sebanyak m, kali;

e dan seterusnya.
di mana m, dapat memiliki nilai antara O sampai N. Karena tiap lingkaran tidak
boleh memiliki angka yang sama maka jumlah total lingkaran memenuhi persamaan

> im, =N (7.15)

(=0



Misalkan salah satu suku dalam persamaan (7.11) mengandung komposisi
kluster sebagai berikut {my, mo, ... my, ... my} = {m.}. Simbol ini menyatakan
bahwa ada m; kluster-1, ada m; kluster 2, dan seterusnya. Tetapi, untuk Kluster-¢
tertentu, terdapat banyak sekali cara mengubungkan lingkaran-lingakaran dalam
kluster tersebut. Sebagai contoh, untuk Kluster-3, cara-cara menghubungkan
lingkaran-lingkaran diilustrasikan pada Gambar 7.3.

Gambar 7.3 Empat cara menghubungkan lingkaran-lingkaran pada
Kluster-3.

Jadi untuk kluster-3 terdapat 4 cara menghubungkan lingkaran-lingkaran
penyusunnya. Dengan demikian, jika jumlah kluster-3 ada 6 (ms; = 6) maka
kemungkinan-kemungkinan yang dapat terjadi diilustrasikan pada Gambar 7.4.

© G3 @ © (3
Gambar 7.4 Contoh kemungkinan-kemungkinan munculnya
kluster-3 pada suku persamaan (7.11).

Tampak dari Gambar 7.4 bahwa dapat terjadi sejumlah cara hubungan
antar lingkaran yang muncul berkali-kali. Sebaliknya, dapat terjadi pula ada cara
hubungan antar lingkaran yang tidak pernah muncul.

Yang perlu kita tentukan selanjutnya adalah jumlah cara mengubungkan
semua kemungkinan kluster-kluster tersebut. Jumlah cara tersebutlah yang akan
menentukan fungsi partisi yang selanjutnya akan digunakan untuk menurunkan
besaran-besaran termodinamika.



Sekarang mari Kita fokuskan pada satu susunan kluster yang disimbolkan
dengan {m,}. Dapat dibuktikan dengan mudah bahwa

@-0:-0-.-0

karena Id3ﬁ - .[d3rz =..= jd3rj . Dengan demikian jika terdapat m; buah kluster-1

maka suku dalam persamaan (7.11) hanya menghasilkan [O]™ . Selanjutnya,
perhatikan kluster-2. Contonhya

[ F(e)dRdT, = [d°R[ £ ()T =V [ £(r)d°F

=[] F(rd%Rd®F, = [d°R[ £ (r)d°F =V [ f(r)d°F

Artinya, berapa pun angka yang ada dalam dua lingkaran yang terhubung maka
hasilnya selalu sama. Oleh karena itu jika di dalam salah satu suku dalam persaman
(7.11) terdapat m; kluster-2 maka perkaliannya menghasilkan[O —O]™ .

Untuk kluster-3 terdapat 4 jenis grafik yang muncul. Untuk sementara mari
kita simbolkan grafik-grafik tersebut dengan a, b, ¢, dan d seperti pada Gambar
7.5.

a b C d
Gambar 7.5 Kita simbolkan grafik-grafik pada kluster-3 dengan
huruf untuk mempermudah pemahaman.

Dengan demikian, grafik-grafik (kombinasi antar huruf) yang dapat muncul dalam
ms buah kluster-3 adalah

~2aaa...aa +laaaa...ab’+ et lab...bbbkz + lIobbb...bke

T T
m; Kali mj kali m; kali m; Kali



Penjumlahan semua kombinasi di atas persis sama dengan (a+b+c+d)™. Jadi
kontribusi kluster-3 ke dalam suku penjumlahan pada persamaa (7.11) adalah

-7

Sekarang mari kita perhatikan angka-angka yang diisi pada lingkaran-
lingkaran grafik. Angka-angka yang menomori lingkaran pada tiap suku dapat
dipertukarkan maka jumlah kemungkinan menjadi lebih banyak lagi. Akibatnya
salah satu suku dalam persamaan (7.11) dapat ditulis sebagai jumlah suku-suku
yang diperoleh dari hasil permutasi suku lainnya. Jadi jumlah tiap suku sama,
namun satu suku adalah hasil permutasi nomor pada suku lainnya. Persamaan yang
diperoleh adalah

s{m3=2., [OI™ [O—A™
-7V

(7.16)

di mana ZP menyatakan permutasi angka-angka yang menandai lingkaran

(permutasi angka 1 sampai N).

Selanjutnya kita perlu menentukan S{m,} secara eksplisit. Karena yang kita
permutasi ada N partikel maka jumlah suku pada persamaan (7.16) adalan N! buah.
Tetapi perlu diingat bahwa tidak semua permutasi menghasilkan susunan yang



berbeda. Contohnya kita lihat kluster-1 yang terditi dari m; buah. Misalkan kluster-
kluster tersebut sebagai berikut.

O OMORNQ)

Tetapi, karena

maka permutasi terhadap m; buah angka pada lingkaran-lingaran tersebut tidak
memberikan konfigurasi yang berbeda (karena angka yang dipertukarkan
merupakan konstanta yang persis sama). Jumlah cara mempertukarkan m; angka
adalah my! cara. Jadi pada jumlah N! harus dibagi dengan m:! untuk menghidari
pengulangan permutasi yang tidak menghasilkan konfigirasi berbeda.

Alasan yang sama pun kita terapkan ketika akan membahas permutasi m;,
kluster-/. Untuk menghindari pengulangan permutasi yang tidak menghasilkan
konfigurasi berbeda maka N! harus dibagi dengan m,!. Jadi jumlah cara berbeda
setelah membuang permutasi yang ditak menghasilkan konfigurasi berbeda akibat
pertukaran kluster yang memiliki lingkaran yang sama jumlahnya menjadi

Nt (7.17)
m!m,t..m.mg!

Selanjutnya perhatikan kluster yang mengandung beberapa lingkaran
(misalnya kluster-3). Misalkan anggota Kluster tersebut sebagai berikut.

7V
G3 @
\

|

m; buah

Jika kita menukarkan angka-angka dalam satu grafik maka Kita tidak menghasilkan
konfigurasi yang berbeda. Penyebabnya adalah ketika dilakukan integral maka
angka-angka tersebut akan hilang. Jadi, konfigurasi di bawah ini tidak berbeda
dengan konfigurasi di atas. Pada konfigurasi di bawah angka-angka pada grafik
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pertama dipertukarkan antar mereka, angka-angka pada grafik kedua dipertukarkan
pada mereka, dan seterusnya.

(& G3

63
\ }
|

m; buah

Ketika kita permutasi angka 1, 2, dan 3 pada grafik pertama maka kita tidak
menghasilkan konfigurasi baru. Jumlah cara permutasi 3 angka tersebut adalah 3!.
Ketika kita permutasi angka 5, 8, dan 9 pada grafik kedua maka kita pun tidak
mendapatkan konfigurasi baru. Jumlah cara permutasi tersebut adalah 3!. Dengan
demikian total cara permutasi semua angka dalam kluster-3 adalah (31)™ . Karena
permutasi tersebut tidak menghasilkan konfigurasi baru maka pada jumlah cara
yang dinyatakan dalam ungkapan (7.17) harus dibagi dengan (31)™ untuk
membuang pengulangan yang sama. Hal yang sama berlaku pada kluster-kluster
lainnya. Untuk kluster-¢ jumlah cara permutasi yang harus dihilangkan adalah
(M™ . Akhirnya, jumlah suku yang benar-benar hanya menghasilkan konfigurasi
berbeda hanyalah

N!

(7.18)
m!m,L.m,Lom 1™ (21)™... ()™ .. (ND)™

Jumlah yang diungkapkan (7.18) adalah jumlah suku penjumlahan yang
berbeda dalam persamaan (7.16). Karena tiap grafik sejenis selalu menghasilkan
nilai yang sama (berapa pun angka yang terkandung di dalamnya) maka nilai S{m,}

persis sama dengan jumlah suku yang berbeda dikalikalikan dengan perkalian
semua grafik yang muncul dalam persamaan (7.16). Akhirnya kita dapat simpulkan



NI m n
S = i e Lm iy @)y oy < O O—C

(7.19)

Tiap suku dalam persamaan (7.11) mengandung satu set {m}. Oleh karena
itu jumlah untuk semua set {m,} yang mungkin adalah

2. 5{m}

{m,}

Akhirnya kita dapatkan fungsi partisi kanonik sebagai

1
= m 7.20
ZN N! qu WZ:}S{ z} ( )

Seperti yang umum dilakukan hingga saat ini, mari kita definisikan integral
kluster sebagai berikut

b,(V,T)= ﬁ x (jumlah semua kemungkinan kluster-¢) (7.21)
Sebagai contoh
1 I S S § _
bl(\/,T)—W[O]—de F=gxV =1

1 1 3o 13
bz(V,T)=W[O—O]=m”f(ﬁz)d Rd°r,



f(r)d°F

:ﬁ_[dﬁjf(r)dsf:

Dengan definisi (7.21) maka kita dapat menulis

1 N!
Z =
NONLEN %mllmzl...mN!(ﬂ)ml (2™ ... (ND)™

x (022 I (0,222 by NLAN -V ™

bV \™ . zam BV 2m,
/13N {Z}( 7 2Gm /13 13 2)

[bV " Jeom, (bW " 4N,
2 A

2%

{m,3} ¢

SR EEEE o e

{m} ¢

- 2%

{m} ¢

/g

{m} ¢

Dari fungsi partisi kanonik kita mendapatkan fungsi grand partisi sebagai berikut

=32 ZH( j f (7.23)
N=0 {m} ¢
Selanjutnya, karena N =" /m, maka z" = 22 H z' H ( )m*

sehingga persamaan (7.23) dapat ditulis ulang menjadi

izn( fj (7.24)

0{m} ¢
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Kita ingin lebih menyederhakan lagi persamaan (7.24). Karena N dapat
meniliki nilai dari O sampai tak berhingga maka semua m, dapat memiliki nilai dari

0 sampai tak berhingga. Dengan demikian, fungsi grand partisi dapat ditulis ulang
menjadi

ze=i§..i Z (bjl\a/ 1)%(%2 J (bv [jml...(bNVzN)mN

2 2

ST S5 S0

m,=0 m,=0

= exp[bl—v Z }exp[b—v z } exp{ bV }..exp{ bNV
A 2 A ph

Dari persamaan (7.25) dengan mudah kita mendapatkan

} exp[z bﬂV } (7.25)

/

InZ, :Zb//;/z‘ =>L/3Z[:b[,zf (7.26)

/

Akhirnya kita dapatkan persamaan berikut ini
P 1 1 .
oIz =52

- o(InZ )J . oz 5
N =KT| 2=—=62| =kT bz’ == =kT b,z M(z/KT)
( alu . 23 Z a}u 32

\% /
=— > (b7’
/13; 0

atau

N
—:—: Ebz 728
vty Eﬁ (7.28)

Persamaan (7.27) dan (7.28) merupakan landasan untuk mencari persamaan
keadaan dalam metode ekspansi Kluster. Yang dilakukan adalah mencari konstanta
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b pada deret persamaan (7.27) dan (7.28). Konstanta tersebut dihitung dari integral
fungsi potensial. Nilai konstanta sangat bergantung pada jenis interaksi antar
atom/molekul gas.
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Bab 8
MODEL ISING

Pada bab ini kita akan bahas salah satu topik yang sering dijumpai pada
mekanika statistik, yaitu model Ising. Model ini pertama kali dikembangkan oleh
Ising untuk menjelaskan sifat magnetik bahan dengan memandang bahan tersusun
atas momen-momen magnetik yang tersusu secara teratur. Dalam perkembangan
selanjutnya model ini diterapkan untuk sejumlah kasus yang kadangkala tidak ada
hubungan langsung dengan kemagnetan.

Untuk memahami isi bab ini diperlukan kemampuan matematika yang agak
tinggi. Mahasiswa perlu mempelajari lagi operasi diagonalisasi matriks, mencari
trace matriks.

8.1 Formulasi Ising

Dalam model Ising, assembli dipandang sebagai susunan teratur dari N
system pada posisi tetap. Penyusunan sistem-sistem tersebut membentuk kisi-Kisi
kristal. Bentuk kisi bisa berupa kisi linier (1D), bujur sangkar, persegi panjang, atau
segitiga (2D), simple cubic, face centered cubic, hexagonal, dan lain-lain (3D). Tiap
titik Kisi berkaitan dengan salah satu dari dua keadaan yang dilambangkan dengan
nilai +1 dan -1. Jika variabel yang menyatakan keadaan Kisi ke-i asalah s; maka s;
hanya boleh memiliki nilai -1 atau +1. Dalam bahan feromagnet, keadaan dengan s;
= +1 berkaitan dengan spin up dan keadaan dengan s; = -1 berkaitan dengan spin
down. Kumpulan {si} menentukan keadaan assembli.

Misalkan energi interaksi keadaan ke-i dan ke-j adalah -&; dan energi
interaksi antara keadaan ke-i dengan medan magnetik B adalah - #Bs; maka energi
assembli pada konfigurasi {si} memenuhi

E{s}= —Zeijsisj —ﬂBZSi (8.1)
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Jika dianggap bahwa hanya interaksi antara dua tetangga terdekat saja yang
dominan, yaitu dua sistem yang berhubungan langsung, maka energi interaksi dapat
ditulis

E{s}=—-2 &5, ~uBYS, 8.2)

<ij>

di mana simbol Z<ij> menyatakan penjumlahan dilakukan dengan

memperhitungkan tetangga terdekat saja.

b) Jika dianggap bahwa interaksi antara dua tetangga terdekat adalah sama untuk
semua tetangga, tidak bergantung pada lokasi di mana dua sistem terdekat berada

maka &; =& untuk semua i dan j. Dengan demikian kita bisa sederhanakan

persamaan (8.2) menjadi

E{s}=—¢> ss,— B s (8.3)

<ij> i

Berapakah jumlah suku dalam penjumlahan di sebelah kiri persamaan

(8.3)? Misalkan jumlah tetangga terdekat adalah ». Untuk setiap nilai i ada sebanyak
y buah nilai j yang merupakan tetangga terdekat. Karena ada N buah indeks i maka
jumlah indeks j yang menjadi tetangga terdekat adalah yN. Tetapi perhitungan
semacam ini akan menyebabkan dua kali cacahan. Saat menghitung jumlah tetangga
yang dimiliki spin dengan indeks i, maka spin dengan indeks j dihitung. Kemudian
saat menghitung tetangga yang dimiliki sistem dengan indeks j, maka sistem dengan
indeks i juga diperhitungan. Dengan demikian, jumlah suku sebenarnya dalam
penjumlahan di atas hanyalah yN/2. Contoh nilai y untuk beberapa penyusunan
adalah:

e  Kkisi bujur sangkar, y = 4;

e  Kkisi simple cubic, y = 6;

e Kkisi body centered cubic, y=8;

e Kisi hexagonal closed packing , y=12.

Sekarang Kita tinjau kasus khusus, yaitu untuk &> 0 yang berkaitan dengan
bahan ferromagnetik. Fungsi partisi adalah

Z(B,T):SZ SZ ...SZexp[ﬂE{si 1] (8.4)
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Pada persamaan (8.4) tiap variabel s; mengambil nilai -1 dan +1. Karena ada N

buah tanda penjumlahan maka jumlah suku dalam penjumlahan fungsi partisi
adalah 2N buah. Energi bebas helmholtz diperoleh langsung dari fungsi partisi
melalui persamaan,

F(B,T)=—kTInZ(B,T) (8.5)

Ada cara lain untuk menentukan fungsi partisi secara lebih mudah.
Misalkan N adalah jumalah spin up dan N. = N-N. adalah jumlah spin down. Akan
muncul tiga jenis pasangan antar spin, yaitu up-up (++), down-down (--) dan up-
down (+-). Pasangan (--) dan (++) menyumbang energi yang sama besarnya,
sedangkan pasangan (-+) menyumbang energi yang berlawanan tanda. Energi total
assembli dapat ditentukan dengan menenentukan jumlah pasangan (--), (++), dan
(+-). Misalkan jumlah pasangan-pasangan yang adalah

Pasangan (++): N,
Pasangan (--): N__
Pasangan (+-): N,_

Untuk menentukan jumlah masing-masing pasangan tersebut, mari Kkita lihat
skema pada Gambar 8.1:

a) tiap bertemu satu spin up, kita tarik garis ke tetangga terdekat (ada y buah
garis yang ditarik);

b) tiap ketemu satu spin down kita tidak membuat garis ke tetangga
terdekatnya;

¢) akibatnya, pasangan up-up akan dihubungkan oleh dua garis;

d) pasangan up-down dihubungkan oleh satu garis;

e) pasangan down-down tidak dihubungkan oleh garis;

f) karena tiap satu spin up menghasilkan y buah garis maka jumlah garis yang
dibuat adalah .. Garis tersebut akan terbagi menjadi dua buah
penghubungn up-up dan satu buah penghubung up-down. Jadi akan
terpenuhi hubungan

N, =2N_ +N,_ (8.6)
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Gambar 8.1 Skema menentukan jumlahan pasangan spin up dan
down dengan menarik satu garis keluar dari spin up dan tidak
menarik garis keluar dari spin down.

Selanjutnya kita balik aturan penggambaran di atas dengan aturan seperti
diilustrasikan pada Gambar 8.2:
a) tiap ketemu satu spin down, Kita tarik garis ke tetangga terdekat (ada y garis

yang dibuat);

b) tiap ketemu satu spin up kita tidak membuat garis ke tetangga terdekatnya;
c) akibatnya, pasangan down-down akan dihubungkan oleh dua garis;
d) pasangan up-down dihubungkan oleh satu garis;
e) pasangan up-up tidak dihubungkan oleh garis;
karena tiap satu spin down menghasilkan y buah garis (jumlah tetangga
terdekat) maka jumlah garis yang dibuat adalah .. Garis tersebut akan terbagi
menjadi dua buah penghubungn down-down dan satu buah penghubung up-
down. Jadi akan terpenuhi hubungan.

N



)
1
0

0 &
SO

Gambar 8.2 Skema menentukan jumlahan pasangan spin up dan
down dengan menarik satu garis keluar dari spin down dan tidak
menarik garis keluar dari spin up.

MN_=2N_+N__ (8.7)
Di samping itu karena jumlah total spin adalah N maka

N.+N =N (8.8)

Dari tiga persamaan di atas kita dapatkan persamaan berikut ini
N, =N, -2N_, (8.9)

+

N =N-N (8.10)

(8.11)

- 236 -



<Z>:Sisj =N+++N”—N+,=4NH—274\I++%N (8.12)
ij

Zsi =N, -N_=2N,-N (8.13)
Dengan demikian, energi assembli dapat ditulis menjadi

E(N,,N..)= 4N, +2(ey— uB)N, —(%g}/—,quN (8.14)

Fungsi partisi selanjutnya dapat ditulis

N
ePABT) _ o= (er/2-) zeZﬁ'(ey—ﬂB)M z g(N,, |\|++)e—4ﬂé‘N++ (8.15)

N, =0 N,
di mana g(N+,N+.) adalah jumlah konfigurasi yang berkaitan dengan N. dan N..
tertentu.

Penjumlahan di atas sangat sulit untuk diselesaikan. Penjumlahan baru
dapat dilakukan jika kita mengetahui bentuk eksplisit dari g(N+,N++). Yang dapat
dilakukan sekarang adalah melakukan sejumlah pendekatan. Kita akan membahas
sejumlah aproksimasi yang sudah diperkenalkan orang sejak lama.

8.2 Aproksimasi Bragg-Williams

Tampak pada fungsi partisi persamaan (8.15) bahwa energi assembli tidak
bergantung secara eksplisit pada distribusi spin up dan spin down, tetapi hanya
bergantung pada berapa jumlah spin up dan berapa pasangan spin up-up. Di mana
letak spin up tersebut tidak menentukan energi konfigurasi. Di sini kita perkenalkan
dua buah besaran, yaitu N+/N dan N..+/(yN/2). Perhitungan besaran pertama akan
memperhatikan seluruh lokasi dalam assembli, yaitu menghitung semua spin up
dalam seluruh ruang assembli. Besaran tersebut mengukur keteraturan munculnya
spin up pada seluruh ruang dalam assembli. Besaran tersebut sering dinamakan
long-range order. Sebaliknya, besaran kedua hanya mempertimbangkan pasangan-
pasangan tetangga terdekat. Besaran tersebut merepresentasikan keteraturan lokal,
yaitu bagaimana terbentuknya pasangan spin up-up pada wilayah yang sangat kecil,
yaitu tatangga terdekat. Oleh karena itu besaran tersebut dinamakan short-range
order.

Kita definisikan parameter long-range order, L dan short-range order, o,
sebagai berikut
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l\lir:;(L+1) (-1 <SL<+D) (8.16)
N 1

T = -1 1 8.17
GIoN 2(0‘+1) (1<g=<+1) (8.17)

Nilai N+ bervriasi dari 0 sampai N. Jika N+ =0maka L =-1. Jika N- = N maka L =
+1. Jadi jangkauan nilai L memenuhi -1 <L < 1. Nilai N+ paling kecil adalah 0
(tidak ada pasangan spin up-up). Pada konsisi ini o = -1. Jumlah maksimum
pasangan yang dapat terbentuk adalah yN/2. Dengan demikian nilai maksimum N..
adalah yN/2 dan pada kondidi ini o = +1. Jadi jangkauan nilai o adalah -1 < o< 1.
Dengan pengenalan dua parameter tersebut maka kita peroleh

>s;s; =(r/2)N(2o-2L+1) (8.18)
(i

>s,=NL (8.19)

Substitusi ke dalam persamaan (8.14) diperoleh energi rata-rata per spin
E
WZ—(S}//Z)(ZO‘—ZL+1)—,UBL (8.20)

Menurut aproksimasi Bragg-Williams, terbentunya short-range order
adalah akibat dari long-range order. Dengan demikian ada keterkaitan langsung
antara short-range order dan long-range order. Keterkaitan tersebut adalah

;ZTz :['\U (8.21)

Dengan aproksimasi ini maka
1 1 ?
—(c+)=|=(L+1
2(0 ) L( )}

atau
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a:é(L+1)2—1 (8.22)
Substitusi (8.22) ke dalam (8.20) diperoleh energi rata-rata per spin menjadi

E 2

W=—(gy/2)L — 1BL (8.23)

Selanjutnya fungsi partisi menjadi

Z(BT)= Y e etz (8.24)

{si}

Penjumlahan terhadap {si} dapat diganti dengan penjumlahan terhadap L
dari -1 sampai +1. Nilai L ditentukan oleh N.. Jumlah kedanaan yang berkaitan
dengan satu nilai L sama dengan jumlah cara mengambil N. dari sejumlah N spin
yang tersedia. Jumlah cara tersebut adalah

N N!
NJ(N=N,)! [N@+L)/2][N@-L)/2]!

Dengan demikian,

_ 1 N! —N (eL2 12+ 1BL) 8.25
Z(B,T) L:Z:l[N(:H_ L)/ 2] [N (1— L)/2]!e .

Jika dijumpai penjumlahan seperti pada persamaan (8.25) maka akan ada
satu suku yang memiliki nilai sangat dominan. Dengan adanya suku yang sangat
dominan tersebut maka nilai suku-suku lain dapat diabaikan. Bahkan, jumlah semua
suku-suku lainnya masih lebih kecil daripada nilai satu suku yang dominan tersebut.
Dengan demikian penjumlahan pada persamaan (8.25) dapat didekati dengan nilai
suku dominan saja. Misalkan suku yang memiliki nilai sangat dominan tersebut
berkaitan dengan L =L , maka kita dapat melakukan aproksimasi sebagai berikut,

Z(B,T)~ _ N! _ @ AN (e 2+48L)
[N@+L)/2]IIN@-L)/2]!

atau
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INZ(B,T)~In NI mertzen (8.26)
N+ L)/ 2] [N(A-L)/2]!

Kemudian kita lakukan aproksimasi logaritma suku faktorial dengan
aproksimasi Stirling. Dengan aproksimasi tersebut maka persamaan (8.26) dapat
ditulis sebagai

%MZ(B,T) ~ —ﬂ(eﬂ? +yBEJ_£|n(£j

2 2 2
-L _L |
_1 LIn 1-L +InN. (8.27)
2 2 N

Karena L memberikan nilai maksimum pada fungsi partisi maka turunan fungsi
partisi pada nilai L harus nol, atau

2z
oL N

o[ fei? ) 140 (1+0) 1-L (1-L)]_
NaL{ ,B[ 5 +yBLJ 5 In[ 5 J > In[ 5 H_O

Diferensial di atas memberikan solusi

1-L —
hn=—=-28u-2
Nt =22k
atau
= tant 28 e (8.28)
KT T KT

Solusi persamaan (8.28) dapat diperoleh dengan metode grafik. Caranya
adalah membuat grafik y, = L dan y, =tanh(uB/KT + &)L /KT) . Perpotongan dua

grafik tersebut merupakan solusi untuk L . Gambar 8.3 adalah grafik
y, = tanh(uB /KT + &)L /KT) pada tida suhu yang berbeda yaitu Ty, T, dan Ts. Kita

menggunakan T2 = T1/2 dan T3 = T41/5. Solusi yang didapat adalah pada nilai L > 0.
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Tampak bahwa makin rendah suhu maka nilai L makin tinggi dan mendekati satu.
Ketika T — 0 maka solusinya adalah L = 1. Ini adalah kondisi di mana spin magnet
mengarah sempurna ke satu arah.

Gambar 8.3 Kurva vy, = L (garis lurus warna biru) dan
y, = tanh(uB /KT + &L /KT) (tiga kurva lengkung) sebagai fungsi

L pada berbagai nilai suhu. Sebagai ilustrasi, pada gambar tersebut
kita menggunakan T, = T1/2 dan T3 = T1/5, sedangkan medan
magnetik dibuat tetap. Titik potong garis lurus dan kurva lengkung
merupakan solusi untuk L . Tampak bahwa suhu yang berbeda
memberikan L yang berbeda. Makin rendah suhu maka L makin
menuju ke nilai satu. Ini menunjukkan bahwa makin rendah suhu
maka spin makin mengarah ke satu arah. Makin rendah suhu maka
agitasi termal spin makin kecil sehingga spin makin mudah
diarahkan oleh medan magnet menuju arah yang sama.

Gambar 8.4 adalah penentuan solusi persamaan (8.28) ketika besar medan

magnet diubah-ubah. Kita menggunakan tiga nilai medan, B, B, dan B3 di mana B>
= 3B, dan B; = 8B;. Tampak bahwa makin besar medan maka solusi untuk L makin
besar dan menuju ke satu.
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Gambar 8.4 Kurva y, = L (garis lurus warna biru) dan

y, = tanh(uB /KT + &)L /KT) (tiga kurva lengkung) sebagai fungsi
L pada berbagai kuat bedan magneti. Sebagai ilustrasi, pada
gambar tersebut kita menggunakan B, = 3B; dan B; = 8B;,
sedangkan suhu dibuat tetap. Titik potong garis lurus dan kurva
lengkung merupakan solusi untuk L . Tampak bahwa medan
magnet yang berbeda memberikan L yang berbeda. Makin besar
medan magnet maka L makin menuju ke nilai satu. Ini
menunjukkan bahwa makin besar medan magnet maka spin makin
mengarah ke satu arah. Medan magnet yang besar memaksa makin
banyak spin untuk mengambil arah yang sama dengan arah medan.

Kita periksa kasus khusus ketika medan yang diterapkan nol (tidak ada
medan yang diterapkan). Pada kondisi tersebut persamaan (8.28) menjadi

L= tanh[iJ (8.29)
kT

Persamaan (8.29) memiliki dua jenis solusi yang bergantung pada perbandingan
energi interaksi antar spin dengan energi termal. Dua jenis solusi untuk L adalah
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L= kT (8.30)

Nilai EO dapat diperoleh dengan metode grafik seperti diuraikan di atas.

Persamaan (8.30) atas menginformasikan bahwa jika energi interaksi yang
dialami spin lebih kecil daripada energi termal naka solusi yang ada hanyalah L =
0. Nilai ini menunjukkan bahwa jumlah spin up persis sama dengan spin down.
Avrtinya, spin mengambil arah random. Tarikan akibat interaksi antar spin (yang
cenderung membuat spin mengambil satu arah) tidak cukup kuat mengimbangi
energi termal (cenderung membuat arah spin acak). Sebaliknya, jika energi interaksi
antar spin lebih besar daripada energi termal maka kebih banyak spin berorientasi
ke satu arah. Energi ikatan antar spin (yang cenderung mengarahkan spin) lebih
besar daripada energi termal yang cenderung mengacaukan arah spin,

Dengan mendefinisikan gk = T¢ , di mana T dinamakan suhu kritis maka

[z{ Ul >l (8.31)

L, \T<T,

Jadi, selama suhu assembli lebih besar daripada suhu kritis maka tidak ada
keteraturan spin. Spin menunjukkan keteraturan pada suhu di bawah suhu kritis.
Makin jauh suhu assembli di bawah suhu kritis maka keteraturan makin tinggi.

8.3 Aproksimasi Bethe-Pierls

Salah satu langkah yang cukup drastis dalam aproksimasi Bragg-Williams
adalah melakukan pendekatan

N++ — N+ ’

N2 ( N j
Pendekatan ini menyatakan bahwa terbentuknya pasangan spin up-up ditentukan
oleh jumlah titik yang memiliki keadaan spin up. Pendekatan ini cukup kasar,
seperti dapat dilihat pada Gambar 8.5. Pada gambar kiri dan kanan, N, sama
banyaknya sehingga (N+/N)? juga sama. Tetapi N.. pada gambar kiri lebih banyak
daripada pada gambar kanan sehingga N.+/(»N/2) pada gambar Kiri lebih besar
nilainya. Ini menunjukkan bahwa aproksimasi Bragg-Williams masih sangat kasar.
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Gambar 8.5 llustrasi yang memperlihatkan bahwa aproksimasi
Bragg-Willims masih kurang teliti. Walaupun fraksi spin up (N+/N)
sama pada dua gambar namun jumlah pasangan spin up-up
(N++/(»N/2)) tidak sama pada dua gambar. Dengan demikian tidak
selalu berlaku bahwa N../(N/2) = (N./N)?.

Aproksimasi Bethe-Pierls memperbaiki ketelitian aprokasimasi Bragg-
Williams. Langkah yang diterapkan sebagai berikut.
a. mengambil satu bagian kecil saja dari kisi besar untuk dianalisis lebih detail;
b. menghitung secara eksak pembentukan pasangan spin dalam bagian kecil
tersebut;
c. sisa kisi lainnya (sebagian besar) dipandang sebagai latar belakang.

@

Latar belakang

Bagian kisiyang dihitung
dengan teliti
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Langkah ini sangat mirip dengan saat menghitung medan listrik polarisasi dalam
bahan dielektrik dengan menggunakan metode Lorentz.

Sebagian kecil bahan dielektrik dipilih. Momen dipol dalam bagian yang dipilih
tersebut dipandang tersusun secara diskrit. Sisanya adalah latar belakang yang
dipandang sebagai medium kontinu.

Bagian kisiyang dihitung
L—" dengan teliti. Moden dipol

dianggap tersebar secara
diskrit

Latar belakang
dianggap kontinu

Untuk memudahkan penerapan aproksimasi Bethe-Pierls, kita tinjau kasus
khusus di mana medan magnet luar nol. Untuk memulai perumusan tersebut, mari
kita lihat sebuabh titik Kisi dengan keadaan spin s. Keadaan spin s memiliki dua
kemungkinan nilai, yaitu s = +1 untuk spin up dan s = -1 untuk spin down. Titik Kisi
tersebut dihubungkan dengan y tetangga terdekat.
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Misalkan dari y tetangga terdekat ada n buah yang memiliki spin up dan »-n buah
yang memiliki spin down. Selanjutnya kita definisikan

Jadi,
a.
b.
C.

P(s,n) = probabilitas menemukan n tetangga terdekat dengan spin up dan
»-n buah tetangga terdekat dengan spin down jika keadaan Kisi di pusat
adalah s.

P(+1,n) = probabilitas menemukan n pasangan (++) dan j-n pasangan (+-)
P(-1,n) = probabilitas menemukan n pasangan (-+)dan y-n pasangan (--)
Pada kondisi P(+1,n) energi yang dimiliki adalah

E(+Ln)=-nxe—(y—n)x(—&)=—(2n—-y)e (8.32)
Pada kondisi P(-1,n) energi material adalah

E(-Ln)=-nx(=&)—(y—n)x(+&)=—(y —2n)¢ (8.33)

Jumlah cara menemukan n spin up dari ytetangga terdekat adalah

7! (7 ] (8.34)

nl(y —n)! “n

Dengan demikian, kita dapat menulis probabilitas P(+1,n) dan P(-1,n) sebagai
berikut

P(+1,n) o [yJeE(”'”)’kT (8.35)
n

P(=1,n) o (7 jeE“v“W (8.36)
n

Kita mengubah tanda kesebandingan dengan tanda sama dengan dengan
memperkenalkan faktor pengali z"/q sehingga

P(+Ln) = Z[ﬁ ]e-ﬂ@“-”f (8.37)
q
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P(~Ln) = 2(7 ]eﬂ@z“)f (8.38)
g\n

Pada persamaan-persamaan di atas g adalah bilangan penormalisasi sedangan z"
adalah parameter yang memperhitungkan efek latar belakang.
Perhatikan penjelasan berikut ini.

Zy“p(ﬂ, n) = probabilitas menemukan titik kisi di tengah memiliki spin
n=0

up untuk semua kemungkinan spin tetangga terdekatnya.

ip(_l, n) = probabilitas menemukan titik Kisi di tengah memiliki spin
n=0
down untuk semua kemungkinan spin tetangga terdekatnya.

Dari dua definisi tersebut dapat kita tarik kesimpulan bahwa

i P(+1,n)+ i P(-1,n) = probabilitas menemukan titik Kisi di tengah
n=0 n=0

memiliki spin apa saja (apakah up atau down) untuk semua kemungkinan
spin tetangga terdekatnya. Nilai tersebut jelas sama dengan satu.

Dengan demikian

S P(LN)+ Y P(-Ln) =1

i " (yJe—ﬁ(Zn—y)s +Zy‘42_n£}/j efn-ns _q

n:Oq n

yang dapat disusun ulang menjadi

_ C 7/ —2fen 5 n 4 Pre - 7 2fen 5 n 4 —pre
q=> | |e®Mz"e + 7 e¥ 2%

n=0 n

_ e z[y] (=) ezm (6 2)

n—o\ N
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—ef L+ ze ) e L+ 227 )

=e* +ze ) +e” +2e”) (8.39)

Dari pernyataan bahwa
Zy: P(+1,n) = probabilitas menemukan titik kisi di tengah memiliki spin up
n=0

untuk semua kemungkinan spin tetangga terdekatnya

maka jelaslah bahwa

4 N, 1+L
P(+Ln)=—="— (8.40)
Z(; (+Ln) N 2

Dari definisi

P(+1,n) = probabilitas menemukan n pasangan (++) dan y - n pasangan

(+)

maka Kkita dapatkan

nP(+1,n) = jumlah spin up-up jika kisi di tengah memiliki spin up;
(n/»)P(+1,n) = probabilitas menemukan spin up-up jika kisi di tengah
memiliki spin up;

dan

N2 (8.41)

Yang kita lakukan dengan aproksimasi Bethe-Pierls sebagai berikut:

a. i P(+1,n) = kemungkinan mendapatkan spin up di tengah;,

n=0
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b. iﬂ P(+1,n) = kemungkinan mendapatkan spin up di tetangga jika di tengah
k;(:aorada pada keadaan spin up;

C. iﬂ P(-1,n) = kemungkinan mendapatkan spin up di tetangga jika di tengah
k;(:aorada pada keadaan spin down;

d. Zyiﬂ P(+1n) +£p(_1, n)} = kemungkinan mendapatkan spin up di tetangga

jika di tengah berada pada keadaan spin apa saja.

Karena titik Kisi yang berada di tengah dapat dipilih titik kisi mana saja maka
haruslah

Kebolehjadian menemukan spin up di tengah sama dengan
kemungkinan menemukan spin up di tetangga,

atau
V4 4 n n
D> P(+Ln) =Y [=P(+Ln)+—P(-Ln)
n=0 n=0 )/ }/
1 V4
(% +ze 7Y = = [nP(+1,n)+nP(-1,n)] (8.42)
n=0
Dapat ditunjukkan dengan mudah hubungan berikut ini
0
nP(+1,n) =z =~ P(+1,n) (8.43)
z
0
nP(-1,n)=z—P(-1,n) (8.44)
oz
Jadi

e - 7_1 2 N —
(eﬂ +ze 55) _yzﬁznz_;‘[P(ﬂ,n)JrP( 1,n)]

T -Be _E é{a -Be YV -Be 57’}
(e +zeﬂ)7_7/zaz e + 267 ) + (e + 26"
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(e +zemy =2 {;/(eﬂf +ze 7 e 4 yle 1 26" )Heﬁg}
v
(% +2e ) = z{(eﬁg +ze ) e (e 4 ze” )Heﬂg}

e g\
- (€7 +ze
e e =26 4| —— | eF
e’ +ze

_ 71
e +zef"”j o

e e =ze 17—
e’ +ze™”

e yzef )7
1=z T
e’ +ze
, _pe \7/1
L e’ +ze”
e/ 4 zef*

1 -2p¢ r-1
- (—J“ z j (8.45)

Z+e2%

atau

Solusi untuk z pada persamaan (8.45) dapat dicari dengan metode grafik.
Kita gambar y1 = z dengan kurva y, ={(1+ zexp[-28¢])/(z +exp[-2Bs])}
sebagai fungsi z. Perpotongan dua kurva tersebut merupakan solusi z yang dicari.
Gambar 8.6 adalah kurva y; dan y, pada berbagai nilai ge: 0,05; 0,1; dan 0,5.
Makin besar nilai S berarti suhu makin rendah atau interaksi antar spin makin
besar. Tampak pada gambar bahwa makin besar Se maka nilai z makin besar.
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Gambar 8.6 Fungsi y: = z dan fungsi

y, ={(@+ zexp[-25¢])/(z + exp[-2B])¥ * sebagai fungsi z pada
berbagai nilai ge: 0,05; 0,1 dan 0,5. Perpotongan kurva lengkung
dengan garis lurus merupakan solusi untuk z pada persamaan
(8.45). Tampak bahwa makin kecil B¢ (suhu makin tinggi atau
energi interaksi antar spin makin kecil) maka nilai z makin kecil.

Sekarang kita tinjau solusi pada beberapa kondisi khusus. Mudah

ditunjukkan bahwa z = 1 merupakan solusi. Ini mudah dibuktikan dengan
memasukkan z = 1 ke dalam persamaan (8.48) dan diperoleh.

1ye 2 )
1+e72%

Sifat lain yang dapat dibuktikan dengan mudah adalah jika sudah

ditemukan z sebagai solusi maka 1/z juga merupakan solusi persamaan (8.48).
Pembuktiannya adalah dengan mengganti z pada persamaan (8.48) dengan 1/z dan

diperoleh

1+@/2)e )" (z+e Y7
(1/z2)+e 1+ ze 2%
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atau
1+ze2% )"
7= ——=_ _
z+e %%

Hasil di atas menyimpulkan bahwa jika z adalah solusi maka 1/z juga merupakan
solusi.

Perhatikan lagi fungsi y, (z) ={(L+zexp[-2/¢])/(z +exp[-2fe])}Y -
Sudah kita tunjukkan bahwa pada z = 1, nilai y»(z) sama dengan nilai z karena y»(1)
=1. Padaz — Odiperolehy, — exp[2(y~1)pe]. Ini berarti bahwa y(z) > z ketika z
— 0. Dua kondisi tersebut berimplikasi bahwa fungsi y»(z) memotong fungsi y; = z
pada z = 1 dan pada z antara 0 sampai 1. Kondisi asimptot pada z — oo diperoleh
y2(z) — exp[-2(y-1)Be]. Karena fe berharga negatif maka y(«)/y2(0) > 1. Dan
dengan sifat asimptotik ini maka y.(z) < z ketika z — oo.

Selanjutnya Kita periksa apakah fungsi y»(z) monoton naik dengan cara
menyelidiki gradien pada semua nilai z. Untuk mengecek apakah fungsi y(z)
monoton naik atau turun akan lebih mudah kita mengecek fungsi In y2(z). Sebab
kalau In y»(z) monoton naik maka y»(z) juga monoton naik. Sebaliknya, kalau In
y2(z) monoton turun maka y»(z) juga monoton turun. Dengan mudah dapat
ditunjukkan bahwa

1+ze7%*

Iny,(2)=(r-1) |n{z+e2ﬁg}

Dengan demikian

olny,(2) g2 1
YUY\ (21 _

0z -1 1+ze?* z4e%#
et 1

==Y (L+ze %) (z+e %)

Karena B¢ < 0 maka jelas bahwa oln y»/0z > 0 pada semua z. Dengan demikian
fungsi In y2(z) monoton naik yang berimplikasi bahwa fungsi y.(z) monoton naik.
Dari semua penjelasan di atas dapat kita simpulkan bahwa, ketika z — 0, y»
(2) >z, ketika z = 1, y2(z) = z, dan ketika z — o, y2(z) < z. Sifat ini beserta sifat
monoton naik fungsi y2(z) berimplikasi bahwa
a) Jika pada z = 1 kemiringan kurva y»(z) kurang dari 1 maka fungsi y.(z)
hanya berpotongan dengan fungsi y; = z pada z = 0.
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b) Jika pada z = 1 kemiringan kurva y»(z) lebih dari 1 maka fungsi y2(z)
berpotongan dengan fungsi y1 = z pada tiga nilai z, yaitu z =1, z = zy, dan z
= 1/20.
Solusi dengan z = 1 adalah solusi dengan kondisi spin acak. Jumlah spin up dan
down sama banyak dan bahan tidak berifat magnetik. Sifat magnetik muncul hanya
jika ada solusi dengan z = 1 dan itu terpenuhi jika kemiringan kurva y.(z) padaz =1
lebih dari satu. Dengan demikian kondisi di mana kemiringan kurva y»(z) padaz =1
merupakan kondisi kritis saat terjadi transisi dari sifat magnetik ke sifat non
magnetik.
Dapat dibuktikan dengan mudah bahwa kemiringan fungsi ini pada z = 1,
adalah

m— (7(‘11+)(ee:;)2‘1) (8.46)

Kita definisikan suhu kritis yaitu suhu ketika m = 1, yang memenuhi

L =DE -1
(1+e %%)?

atau
(y_l)(e4€/ch _1):(1+625/k'|'c)2 (847)
Solusi dari persamaan (8.47) adalah

2¢

KT, — (8.48)
° Inlyi(y-1)]

Tampak dari persamaan (8.48) bahwa suhu kritis sangat bergantung pada
kekuatan interaksi antar spin bertetangga dan jumlah tetangga yang dimiliki setiap
spin. Makin kuat interaksi dan makin banyak tetangga terdekat maka makin besar
suhu kritis. Ini dapat dipahami dengan mudah bahwa makin kuat interaksi dan
makin banyak tertangga terdekat maka arah spin akan makin sulit diacak oleh
energi termal. Perlu suhu yang lebih tinggi untuk mengacak arah spin (mengubah
dari kondisi magnetik menjadi non magnetik)
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8.4 Model Ising Satu Dimensi

Sekarang kita bahas kasus yang sangat khusus yaitu model Ising satu
dimensi di mana titik-titik kisi disusun dalam jarak yang sama sepanjang garis.
Model ini menjadi menarik karena memiliki solusi analitik yang cukup mudah
dicari.

Q © © ©
S1 ) S3 SN

Kita misalkan jumlah titik kisi adalah N dan keadaan tiap titik kisi dinyatakan
dengan variable si, S, ..., Sn. Tiap keadaan memiliki dua kemungkinan nilai, yaitu —
1 dan +1. Untuk lebih mudah, kita gunakan syarat batas periodik, yaitu

Sk = Sk (8.49)

Jika dikenakan medan magnetik B maka energi kisi adalah

E{Si } = _25 SkcSka _IUBZSK (8.50)
K K

Pada penulisan bentuk energi di atas kita telah menganggap bahwa interaksi antar
titik kisi hanya terjadi antara tetangga terdekat saja, yaitu hanya dengan satu titik

kisi di sebelah kiri dan satu titik kisi di sebelah kanan. Dengan penggunaan syarat
batas periodik maka kita memiliki hubungan

DS=D 8 (8.52)

1
Zsk :EZ(SK +Sk+1) (8.53)
k k
sehingga kita dapat menulis

E{Si }: _‘92 Sy Sk _%;UBZ(Sk + sk+1) (8.84)
X

k

Fungsi partisi assembli adalah



Z=Y 3 .>exp[BEls ]

S Sz SN

=3 > exp{— B> 88 —L12) BB (s, + skﬂ)} (8.85)

S1 S2 SN

Kita akan menggunakan dua cara untuk mencari fungsi partisi pada
persamaan (8.55). Cara pertama telah dilakukan oleh Ising tahun 1925 (E. Ising, Z.
Phys. 31, 253 (1925)) dan cara kedua dipaparkan oleh Tejero (C.F. Tejero,
American Journal of Physics 56, 169 (1988)).

Metode Ising
Untuk memudahkan penyelesaian persamaan di atas kita definisikan
matriks 2 x 2, R, yang memiliki elemen sebagai berikut

(s®

SI> — e—ﬂgss'—(llZ)/in(SJrs')

dengan s dan s’ memiliki nilai —1 atau +1. Dengan definisi tersebut maka

(+1|R|+1) =e /e (8.57)
(—1R|-1) = e FrAe (8.58)
(+1R|-1) =e” (8.59)
(~1|R|+1) =e” (8.60)

Dengan demikian

_ (<+1m +1) (+19| —1>J

(-1p+) (-19-1)

N o Ple-1B)

~p(e+uB) Pe
- (e € ] (8.61)

]
NO
IS
2



Akhirnya kita dapat menulis fungsi partisi sebagai

Z=> > .>exp[-fss;s, —(1/2) fuB(s, +5,)]

X eXp[_ ﬂgsz Sy — (1/ Z)ﬁ/uB(SZ +S; )]
x exp|— fes,s, — (1/2) BuB(s, +5, )]
X exp[—ﬂasN Sy — A/ 2) BuB(sy + SN+1)]

=30 LD (8[R8, )(s, [R]S5)--ASy [RSy.)

S S2 SN

=33 LD (s [Rs, (s, (RS ). sy [R]s,) (8.62)

S5 0% SN
Mengingat

;\skxsk\:l (8.63)

maka

Z :§<51‘5RN‘51>

= TrR" (8.64)

Trace sebuah matriks tidak berubah jika jika dilakukan transformasi
orthogonal pada matriks tersebut. Untuk menentukan TrR" dengan mudah kita
terlebih dahulu melakukan transformasi orthogonal pada " sehingga menjadi
diagonal. Transformasi yang dilakukan adalah

ARNAT = ARATARA".ARA" = (ARA" )" (8.65)

di mana AA" =1. Agar AR" A" diagonal maka syarat yang cukup adalah ARA"
diagonal. Dalam bentuk diagonal tersebut maka elemen-elemen diagonal dari
ARA™ adalah energi eigen dari R, atau
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A0
ARA" =| 7 (8.66)
0 A

dengan 4. dan A. adalah energi-energi eigen dari R . Dengan demikian kita akan
mendapatkan

N
ARN AT =(/10+ f j (8.67)

Jadi persoalan kita tinggal mencari energi eigen dari R . Untuk maksud ini,
mari kita tulis

a b
i]{:(b dj (8.68)

Nilai eigen dari R ditentukan dengan memechakan persamaan berikut ini

OH)
()

Persaman (8.69) memiliki solusi jika determian matrix 2 x 2 nol, atau

atau

(@-A)(d-2)-b*=0
atau
A —(a+d)A+(ad-b*)=0 (8.70)

Dengan membandingkan persamaan (8.61) dan (8.68) kita dapatkan
hubungan

a= e’ﬂ(*:*/‘B)
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Sehingga
a+d =g e Lo fleu® g helo B o= 26 cosh fuB
ad —b? =g PlerBlg Pl g2 _ o 20 _o28 — _25inh 2B
Dengan demikian, persamaan (8.70) menjadi
A2 —(2e7"* cosh fuB) A —2sinh 23 =0 (8.71)

Solusi untuk 4 adalah

L _ 2" cosh B+ J4e cosh? BuB +8sinh 2 8¢
e 2

_ 2e7 cosh 3B + 26 [cosh? B + 2e%* sinh 23

2
=e” lcosh BB +Jcosh? BuB + 2e** sinh ZﬁgJ 8.72)
Dengan demikian
A, =e " [cosh BB ++Jcosh? BuB + 26> sinh ZﬂgJ (8.73)
A =e# lcosh BB —Jcosh? BuB + 2e%* sinh ZﬂgJ (8.74)

Tampak dari persamaan (6.73) bahwa |4+| > |1.|. Karena
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maka

4. 0"
TroN =Tr(AiRNA+)=Tr£0+ z} =2 (8.75)

sehingga

Lhnz=Lm( )
N N

=In /I++1In{1+(/1j } (8.76)
N A,

Mengingat |1+| > |A.| maka akan terpenuhi A./1+— 0 jika N — oo. Dengan demikian
persamaan (8.76) teraproksimasi menjadi

~hZxina, ®.77)

Hubungan antara fungsi partisi dengan energi bebas helmholtz adalah F =
(1/p) In Z. Berdasarkan persamaan (8.77) maka energi helmholtz per spin adalah

iF =iInZ =£In/1+
N AN p

= ,Z In{e’ﬂf [cosh BB +1Jcosh® BuB + 2% sinh Zﬂg]}
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——¢ +; In[cosh BuB +-+Jcosh? AuB + 26% sinh 2 B¢ (8.78)

Dari energi helmholtz kita menghitung magetisasi menggunakan persamaan M =
(1/V)OF/oB kita dapatkan magnetisasi assembli sebagai

M= LF
V oB
2 206 i —1/2
~ Nysinh BuB 1+cosh ﬁyB(cosh PuB +2e“ sinh 2,6'5) (8.80)
cosh BuB ++/cosh? AuB + 26 sinh 2,5¢

Tampak dari persamaan (8.78) bahwa jika B = 0 maka M = 0. Jadi, pada suhu
berapa pun magnetisasi selalu nol. Ini berarti tidak ada magnetisasi spontan pada
model Ising satu dimensi. Atau, dalam model ising satu dimensi tidak muncul
fenomena feromagnetik.

Kita dapat melihat bentuk khusus persamaan (8.78) pada suhu sangat kecil
dan sangat besar. Karena g = -1/kT maka maka ketika T — 0, # — -o0 sehingga
exp[2¢] — 0 dan exp[2p¢] sinh[28¢] — -1/2. Magnetisasi per satuan spin dapat
diaproksimasi sebagai

M ~ NH (8.81)

Persamaan (8.81) menyatakan semua spin mengarah ke satu arah, yaitu searah
dengan medan magnet.

Sebaliknya, jika T — o maka fe — 0. Akibatnya cosh [BuB ]— 1,
exp[2p¢] — 1, dan sinh[23¢] — 0. Dengan sigat ini maka bagian dalam tanda
kurung dalam persamaan (8.80) mendekati satu dan momen magnetik menjadi

M = Nusinh SuB — 0 (8.82)

Persamaan (8.82) bermakna bahwa semua spin memiliki arah acak sehingga tidak
ada arah resultan.

Korelasi Spin
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Selanjutnya Kita bahs tentang korelasi antar spin dalam model ini. Kita tulis
ulang fungsi partisi sebagai berikut

z= > . Zexp{ [35Zs,ksk+1 yBZk:sk}

S1 S2

=> Z Zexp{z bs, + Ksksm)} (8.83)

Korelasi antara spin tetangga terdekat adalah nilai rata-rata perkalian dua spin
tetangga terdekat, yaitu

COME Z > Z(, H)exp[zk: bsk+Ksksk+1)} (8.82)

S1 S2

Karena sifat simetri maka (s;s,) =(s,8,) =(55,) =... = (Sy_4Sy ) =(SyS;) - Oleh karena

itu kita dapat menulis

< J J+1> Z > Z(Ssﬁs% 505 )exp{zk: bs, + Ks, skﬂ}

S1 Sz

ZLNZ DS, 5,85 Sy, exp[z bs, + Ks,S, ., }
S S2 k

SN

1 o 1
:_NZ Z ...ZReXp Z(bsk+Ksksk+l)

SN L k a

1 10z
=N 2K 21 g Zexp_; bs, + Ks,S,.1) = n K

_ 901z (8.83)
oK N

Karena pada limit N —co kita memiliki persamaan aproksimasi (8.77) maka kita
dapatkan
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(8i81a) _ 0y, - 104 (8.84)

limN >0 oK /1 oK

Persamaan (8.73) dapat ditulis ulang dalam bentuk

A, =e [cosh BB +\[cosh? BuB + 267 sinh(—2K)J (8.85)

Dengan menggunakan persamaan (8.73) dapat kita tulis

% =g [cosh LuB + \/coshz LB + 28 sinh(—2K)]

_ 2e°[sinh(2K) + cosh(2K)]
Jcosh? BuB + 26? sinh(—2K)

dan

(s;5;4) _€" [cosh BuB +\Jcosh? BuB + 27 sinh(—2K)J
lim N — o0 eX [cosh 4B + y/cosh? BuB + 2¢* sinh(~2K) |

2e**[sinh(2K) + cosh(2K)]
L Jcosh? BuB + 2¢%¢ sinh(—2K)
e" [cosh BB ++Jcosh? BuB + 262 sinh(—2K)J

1 2™ [sinh(2K) + cosh(2K)] (8.86)
[cosh BB ++Jcosh? BuB — 262 S|nh(2K)J\/cosh SuB — 26" sinh(2K)

Metode Tejero
Pendekatan lain menyelesaikan model Ising adalah dengan metode yang
dibahas Tejero. Kita bahas metode tersebut sebagai berikut. Kita tulis ulang fungsi

partisi sebagai berikut

zZ=> > . Zexp{ ﬁtszsksm1 ﬁyBZsk}

S1 S2

=> > . Zexp{z bs, + Ksksm)} (8.87)

S S2
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dengan b = -8B dan K = -B¢. Kita asumsikan bahwa jumlah partikel (N) adalah
genap. Persamaan (8.55) kita uraikan sebagai berikut.

_ b(sl+s3+55+...+sN,1){ bsz+K(slsz+szsg)}
2-3 Y .Y :

S5 S, Sy
% {ebs4+K(s3s4+s4s5) }X X {ebsN +K(SN1Sn +SnS1) } (888)

Dengan memperhatikan persamaan (8.76) tampak jelas bahwa s, hanya
muncul pada kurung kurawal pertama. Dengan demikian penjumlahan pada s, dapat
dilakukan langsung pada bagian kurung tersebut. Begitu pula s4, S, Ss, dan
seterusnya hanya muncul pada kurung kurawal. Oleh karena itu kita dapat menulis
ulang persamaan (8.76) men jadi

_ b(sy+S3+S5+..+Sy_1) { bsz+K(slsz+szsz)}
2=y 3 .Je Sk
S1 S3

SN Sy

x Z {eb34+K(5354+5435) }X X z {ebSN +K(snaSn +SnS1) } (889)

Sy Sy

Mengingat variabel spin hanya memiliki nilai -1 atau +1 maka

Z {eb52+K(slsz+szs3)}: e—b+K(—51—53) + eb+K(51+53) — e—b—K(lerss) + eb+K(sl+s3)

Sz

Z {ebs4+K(5354+s455)}: e—b—K(s3+s5) + eb+K(53+s5)

S4
Z {ebsN +K(sy_4Sn +SnS1) }: e—b—K(sN,lJrsl) + ebJrK(sN,ﬁsl)
SN

Dengan demikian persamaan (8.76) menjadi

_ b(si+s3+s5+...+sN,1){ —b-K(s;+53) b+K(51+53)}
Z= > .>e e +e
S1 S3 SN-1

% {e—b—K(ss+ss) + eb+K(sg+s5)}X x {e—b—K(sN,1+s1) +eb+K(sN,1+sl)} (8.77)
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Lebih lanjut kita lakukan transformasi berikut ini

—b-K(sj+s;) + b+K(si+s;) _ f

] . 1eb1(si+s,-)/2+l<lsis,- (8.78)

Selanjutnya kita perlu mencari parameter f1, b;, dan K;. Kita lakukan sebagai
berikut. Masukkan s; =-1 dan s, = -1 ke dalam persamaan (8.78) maka

e7b+2K +eb72K — 1e_b1+K1

atau

—(b-2K) |, Ab-2K
e +€
2§ "=
2

J: fe ™t

atau
2cosh(p—2K) = fe s (8.79)

Masukkan s; = +1 dan s; = +1 ke dalam persamaan (8.78) maka

g 2K | gb+2K _ fleb1+|<1

—(b+2K) b+2K
e +e
2[ 2 j: e

atau

atau
2cosh(b +2K) = fe™s (8.80)

Masukkan s; = +1 dan s; = -1 atau s; = -1 dan s, = +1 ke dalam persamaan
(8.78) maka

e’ +e”=fe™

-b b
{3y

2coshb = fe™@ (8.81)

atau

atau

Bagi persamaan (8.80) dengan persamaan (8.79) sehingga diperoleh
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cosh(b+2K) o2

cosh(b—2K)

atau
_1, | coshb+2K) 8.82
. Zm[cosh(b—ZKJ (882

Selanjutnya dari persamaan (8.81) kita dapatkan
f, = 2e" coshb (8.83)

Kalikan persamaan (8.79) dan persamaan (8.80) dan diperoleh persamaan berikut
ini

4cosh(b - 2K) cosh(pb + 2K) = fe* (8.84)
Substitusi f, dari persamaan (8.83) ke dalam persamaan (8.84) maka diperoleh

4cosh(p—2K)cosh(b + 2K) = 4e** cosh® b
atau

atks _ 4cosh(b - 2K) cosh(b + 2K)
cosh’b
atau

(8.85)

1 {4cosh(b—2K)cosh(b+2K)}
K,==1In >
4 cosh“b

Dari persamaan (8.85) atau persamaan sebelumnya kita dapat menulis

ok _[4cosh(b— 2K) cosh(b + 2K)T/4
cosh’b

Substitusi ke dalam persamaan (8.83) diperoleh

(¢ 2[4cosh(b—2K)cosh(b+ 2K)
=

1/4
coshb 8.86
cosh?b } (6.80)

Persamaan (8.87) dapat ditulis menjadi
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7 = Z z ._.zeb(sl+sa+s5+.“+sN,1){fleb1(31+s3)/2+K13153 }

S1 S3 SN-1

X {fleb1(53+55)/2+|<15355 }X X {flebl(SN—l*51)/2+K15N—151 }

_ fNIZZ Z Ze(b+b1)(sl+s3+ss+...+sN,1)+K1(5153+5355+...+SN,151)
=1n

= £%Zy,(b+D,K) (8.87)

di mana Zn2(b+b1,K1) adalah fungsi partisi N/2 buah partikel dengan medan luar
menjadi b+b1 dan energi interaksi antar spin menjadi Ki. Persamaan (8.87) dapat
diiterasi terus hingga dinyatakan dalam Z;.

Latihan

Perekat konduktif adalah komposit yang dibuat dengan mendispersi partikel yang
bersifat konduktif seperti partikel logam ke dalam resin yang bersifat. Jika fraksi
volum partikel sangat kecil maka konduktivitas listrik komposit sama dengan
konduktivitas listrik resin (bersifat isilator). Jika fraksi volum partikel dinaikkan
terus-menerus maka pada suatu saat, terjadi loncatan konduktivitas secara tiba-tiba
dan menyamai konduktivitas partikel. Peristiwa ini disebut perkolasi. Perkolasi
terjadi karena terbentuknya persambungan kontinu kontak antar partikel yang
memungkinkan terbentuknya jalur bagi arus liatrik. Fraksi volum saat terjadi
perkolasi disebut ambang perkolasi. Pada saat fraksi volum partikel berada di
bawah ambang perkolasi maka masih ada kontak yang terputus antar partikel
sehingga komposit belum bisa dialiri listrik. Saat fraksi volum sama dengan ambng
perkolasi maka kontak kontinu antar partikel mulai terbentuk sehingga arus tiba-tiba
mengali (konduktivitas tiba-tiba tinggi). Ketika fraksi volum dinaikkan melebihi
ambang perkolasi maka konduktivitas tidak lagi berubah (tetap tinggi). Terjadinya
perkolasi pada komposit perekat konduktif dapat dibahas dengan model Ising.
Strateginya sebagai berikut. Kita bagi komposit atas sejumlah sel-sel kecil. Ukuran
satu sel sedemikian sehingga ketika partikel diisikan ke dalam sel maka permukaan
partikel tepat menyentuh dinding sel. Jika sel yang dibuat berbentuk kubus maka
panjang sisi sel sama dengan diameter partikel. Sel-sel yang dibuat dapat berada
dalam dua kondisi: terisi oleh partikel atau terisi penuh oleh bahan perekat. Inilah
yang menjadi landasan mengapa model Ising dapat digunakan, yaitu adanya dua
keadaan. Dalam komposit dpat terjadi kontak dua sel yang mengandung partikel,
dua sel yang mengandung perekat saja dan sel yang mengandung partikel dan yang
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mengandung perekat. Jika jumlah sel yang dibuat adalah N dan jumlah partikel
adalah N, maka jumlah sel yang tidak diisi partikel adalah N-N,. Dikaitkan dengan
model Ising untuk spin maka n ekuivalen dengan N. dan N-N, ekivalen dengan N. =
N-N.. Jika energi interaksi ketika terjadi kontak antara dua sel yang berisi partikel
adalah €pp, energi interaksi antara dua sel yang hanya bersisi resin adalah &, dan
energi interaksi antara sel yang berisi partikel dan yang berisi resin adalah &, maka
energi konfigurasi memenubhi

E{N N, N, 3= N e +Ne, +N &

m pp< pp rerr pr< pr

dengan Npp, Nir, dan Npr masing-masing adalah jumlah kontak dua sel yang
mengandung partikel, jumlah kontak dua sel yang berisi resin saja, dan jumlah
kontak sel yang mengandung partikel dan yang mengandung resin. Jika jumlah

tetangga terdekat tiap sel adalah y, buktikan bahwa energi konfigurasi di atas dapat
ditulis sebagai

E{N,N,,,N_,7}=N_E, + N E, +NE,

dengan

E,=¢,/2

Dengan mendefinisikan parameter L yang memenuhi Ny/N = (1+L)/2 dan
menggunakan pendekatan Bragg-Williams, buktikan bahwa energi konfigurasi per
satuan partikel memenuhi

2
Ezy Bl + 5+E L+ 5+5+E3
N 8 4 2 8 2

Tentukan fraksi jumlah partikel saat terjadi perkolasi.

(lihat Mora, Sahrul Saehana, Euis Sustini, Khairurrijal, and Mikrajuddin Abdullah,
American Journal of Applied Sciences 9,1113-1123 (2012))
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