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Kata Pengantar

Buku ini merupakan pengembangan dari catatan kuliah Analisis Fourier dan Wave-
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0. Pendahuluan

Analisis Fourier mempelajari berbagai teknik untuk menganalisis sebuah fungsi
dengan menguraikannya sebagai deret atau integral fungsi tertentu (yang sifat-sifatnya
telah kita kenal dengan baik, seperti fungsi polinom atau fungsi trigonometri). Analisis
Fourier merupakan alat yang ampuh untuk memecahkan berbagai masalah, khususnya
masalah yang berbentuk persamaan diferensial parsial yang muncul dalam sains dan
ilmu rekayasa, dan tentunya untuk menganalisis signal seperti signal suara dan citra.

Materi buku ini terbagi atas dua bagian. Bagian pertama akan meliputi deret
dan transformasi Fourier serta penggunaannya, yang merupakan materi klasik, seba-
gaimana dibahas dalam buku “Fourier Analysis and Its Applications” karangan G.B.
Folland (Wadsworth, 1992). Sementara itu pada bagian kedua kita akan berkenalan
dengan wavelet, materi yang relatif baru dan sedang ‘in’ dewasa ini. Bagian kedua
akan menyinggung pula dasar-dasar pemrosesan signal dan penggunaan wavelet dalam
bidang tersebut.

Untuk memahami materi buku ini, Anda diasumsikan telah menguasai materi Anal-
isis Real (yang membahas konsep himpunan, bilangan real, fungsi, barisan, turunan, dan
integral Riemann) dan Aljabar Linear Elementer (yang membahas ruang vektor, hasil-
kali skalar, dan lain-lain). Akan lebih menguntungkan bila Anda telah pula mempelajari

Fungsi Kompleks, namun ini bukan suatu keharusan.

0.1 Notasi dan istilah, bilangan kompleks

Sebelum kita masuk ke materi utama, ada baiknya kita sepakati terlebih dahulu
sejumlah notasi dan istilah yang akan kita pakai berulang-ulang.
Himpunan semua bilangan asli {1,2,3...} dinyatakan sebagai N, sementara him-

punan semua bilangan bulat {...,—2,—1,0,1,2,...} dituliskan sebagai Z. Himpunan
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semua bilangan real dinyatakan sebagai R, sementara himpunan semua bilangan kom-

pleks dituliskan sebagai C. Notasi berikut menyatakan interval di R:
[a,b] :={x eR:a<z<b}, (a,b):={reR:a<z<b}
[a,b) :={reR:a<z<b}, (a,b:={recR:a<z<b}

Pada umumnya kita akan bekerja dengan fungsi dari R ke C, yakni fungsi yang
terdefinisi di R (biasanya pada suatu interval di R) dan bernilai kompleks. Namun
sesekali kita akan membahas pula fungsi peubah banyak yang terdefinisi di R? (d € N)
dan bernilai kompleks. Di sini R? menyatakan himpunan semua titik z = (z1,...,2q)
dengan z; € R, j=1,...,d.

Mengingat bahwa kita akan senantiasa berhadapan dengan fungsi yang bernilai
kompleks, di bawah ini kita tinjau kembali sejumlah sifat dasar bilangan kompleks,
yang mungkin telah Anda pelajari dalam kuliah Fungsi Kompleks.

Bilangan kompleks dapat disajikan sebagai z := a + bi dengan a,b € R dan i
adalah bilangan imajiner yang memenuhi i> = —1. (Terdapat dua akar persamaan
22 = —1, bilangan i merupakan akar utama-nya.) Dalam hal ini a disebut bagian real
dari z, ditulis Re(z) := a; sementara b disebut bagian imaginer dari z, ditulis Im(z) := b.
Penjumlahan dan perkalian dua buah bilangan kompleks dapat dilakukan seperti halnya

terhadap dua buah bilangan real:
(a+bi)+ (c+di):=(a+c)+ (b+ d)i,
(a +bi)(c+ di) := (ac — bd) + (bc + ad)i.
Himpunan semua bilangan kompleks C dapat dipandang sebagai bidang R? (li-
hat Gambar 0.1). Modulus bilangan kompleks z = a + bi, ditulis |z|, diberikan oleh

|z| := Va? + b2, yang menyatakan jarak Euclid dari z ke 0. Sebagaimana di R, kita

mempunyai Ketaksamaan Segitiga di C: untuk setiap z1, zo € C berlaku
|21 + 22| < |z1] + |22

Diberikan bilangan kompleks z, kita mempunyai z, yang menyatakan konjugasi

atau kawan dari z, yakni z := a — bi. Untuk setiap z € C, berlaku

Re(z) = %(z +2), Im(z) = %(z _3),
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|2|> = 22, zreal jhj. z =2z

(Catatan: Di sini ‘j.h.j.” merupakan singkatan dari ‘jika dan hanya jika’.)

Re(z)
b e rmnrrep—— >
IfJ/ Im(z)
778 1
&) a

Gambar 0.1: Bidang Kompleks

Sebagai alternatif, bilangan kompleks sering pula dituliskan dalam bentuk polar:

z = re',
dengan r = |z|] dan 6 = arg(z) = sudut yang dibentuk vektor z dengan sumbu real

positif. Kita mempunyai rumus Euler:

e = cosf + isin 6.

Sebagai contoh, untuk 6 = =, kita mempunyai e/ = —1, sebuah persamaan yang
melibatkan empat bilangan penting yaitu 1,4, e, dan 7 serta tanda minus.
Berbeda dari polinom real, setiap polinom kompleks senantiasa mempunyai akar,

sebagaimana dijamin oleh teorema berikut:

Teorema A (Teorema Dasar Aljabar). Misalkan P(z) :=ap+a1z+---+ap2™ dengan
an # 0 dan n € N. Maka, terdapat bilangan o € C sedemikian sehingga P(a) = 0.
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0.2 Ruang Hilbert

Ruang Hilbert merupakan abstraksi alami dari R3, yang memiliki struktur linear
vektor, hasilkali dalam, dan sifat kelengkapan.

Misalkan H ruang vektor atas C. Pemetaan (-,-) : H x H — C yang memenuhi
(i) (ax + By, z) = oz, 2) + By, 2) Vx,y,z€ H, o, € C,
(i) (9] = (y.2) Va,ye H,
(iii) (z,x) >0 Vz € H,
(iv) (z,z) =0j.hj. x =0,
disebut hasilkali dalam pada H. Ruang vektor H atas C yang dilengkapi dengan hasil-
kali dalam (-,-) disebut ruang hasilkali dalam.

Pada ruang hasilkali dalam H dengan hasilkali dalam (-, -), kita dapat mendefini-
sikan norma

Iz := (. 2)"/2,

yang memenuhi keempat sifat berikut:
(i) [lz]| =0 Vz € H,
(ii) ||z|| =0 j.h.j. z = 0,
(iii) ||ax| = |a| ||z|| Yz € H, a € C,
(iv) [lz +y|| < |lzl| + lyl| Vz,y € H (Ketaksamaan Segitiga).
Ketaksamaan Segitiga di atas dapat dibuktikan dengan menggunakan Ketaksamaan
Cauchy-Schwarz:
[z, 9)| <zl lyll, Va,yeH.

Selanjutnya, untuk setiap =,y € H, berlaku
Hukum Jajarangenjang: ||z + y|* + [l — y[|* = 2([|[1* + [ly[|*);
Kesamaan Polarisasi: (z,y) = L[|z + y||> — |z — y|*> + illz + iy|* — i||z — iy|?].

Pada ruang hasilkali dalam H yang telah dilengkapi dengan norma || - || kita dapat

pula mendefinisikan metrik

d(z,y) = [l =y,

yang memenuhi keempat sifat berikut:
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(i) d(z,y) >0 Va,y € H,

(ii) d(z,y) = 0 j.hj. z =y,

(iii) d(z,y) = d(y,z) Y,y € H,

(iv) d(z, z) < d(x,y) + d(y,z) Vz,y,z € H (Ketaksamaan Segitiga).

Sebagai ruang metrik atau ruang bernorma, H dikatakan lengkap apabila setiap
barisan Cauchy (z,,) di H, yang memenuhi d(z,,, z,,) — 0 (m,n — o0), konvergen dalam
norma ke suatu titik x € H, yakni d(z,,z) = ||z, —z| — 0 (n — o0). Ruang bernorma
yang lengkap disebut ruang Banach. Ruang hasilkali dalam H disebut ruang Hilbert
apabila ia, sebagai ruang bernorma, merupakan ruang Banach. Contoh klasik ruang
Hilbert adalah C?, himpunan semua titik (21,...,24) dengan z; € C, j = 1,...,d,

yang dilengkapi dengan hasilkali dalam baku (z, w) := Z?Zl

ZjW;.
Pembahasan tentang ruang Hilbert yang lebih mendalam dapat pula ditemui mi-
salnya dalam buku “An Introduction to Hilbert Space” karangan N. Young (Cambridge

Univ. Press, 1988).

0.3 Ukuran Lebesgue di R

Dalam Analisis Real, Anda telah mempelajari konsep integral Riemann. Dalam ku-
liah ini kita akan bekerja dengan integral Lebesgue, yang merupakan suatu perumuman
dari integral Riemann. Walaupun Anda tidak akan dituntut untuk memahami kon-
sep integral Lebesgue secara mendalam, ada baiknya Anda berkenalan dengan konsep
ukuran Lebesgue yang mendasarinya pada kesempatan ini.

Panjang interval terbatas I C R yang mempunyai titik ujung a dan b didefinisikan
sebagai |I| := b — a. Panjang interval tak terbatas didefinisikan sebagai co. Sekarang
misalkan A suatu himpunan di R. Keluarga terbilang interval {I;} dikatakan meliputi

A apabila A C |, I;. Ukuran luar A kemudian didefinisikan sebagai
m*(A) = inf{>; [I;] : {I;} meliputi A}.

Jelas bahwa ukuran luar sebuah interval sama dengan panjangnya, yakni m*(I) = |I|.
Tidak tertutup kemungkinan terjadi m*(A) = oo untuk suatu A C R. Secara umum,

m*(A) € [0, o0].
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Himpunan A C R dikatakan terukur apabila untuk setiap € > 0 terdapat himpunan
tertutup ' C A dan himpunan terbuka G O A sedemikian sehingga m*(G \ F) < e.
(Himpunan H dikatakan terbuka di R apabila untuk setiap x € H terdapat 6 > 0
sedemikian sehingga (z — 6,z + 0) C H; dan H dikatakan tertutup apabila R\ H
terbuka.)

Tidak terlalu sukar untuk memeriksa bahwa: jika A terukur, maka A’ juga terukur;
jika A dan B terukur, maka A N B juga terukur; dan jika Ay terukur untuk setiap
k € N, maka | J, o Ar juga terukur. Keluarga himpunan M = {A C R : A terukur}
merupakan suatu aljabar-o, yakni memenuhi:

(i)Ae M= A eM,

(i) A BeM=ANBeM,

(iii) Ax € M, k€ N = [J,en A € M.

Keluarga M memuat semua himpunan terbuka, himpunan tertutup, himpunan F,
(gabungan sejumlah terbilang himpunan tertutup), dan himpunan Gs (irisan sejumlah
terbilang himpunan terbuka) di R. Fungsi m* yang dibatasi pada M dikenal sebagai
ukuran Lebesgue pada R, biasa dilambangkan dengan m.

Himpunan A C R dikatakan berukuran nol apabila m*(A) = 0. Himpunan beru-
kuran nol jelas terukur, dengan m(A) = m*(A) = 0. Setiap himpunan terbilang jelas
merupakan himpunan berukuran nol.

Suatu sifat atau pernyataan P pada R dikatakan berlaku hampir di mana-mana
(h.d.m.) apabila P berlaku pada seluruh R kecuali pada suatu himpunan berukuran
nol. Sebagai contoh, fungsi f : R — R yang didefinisikan oleh f(x) := 0 jika x irasional
dan f(z):=1 jika z rasional, dapat dikatakan sama dengan nol hampir di mana-mana.

Himpunan berukuran nol mempunyai peran yang cukup penting dalam teori inte-

gral. Misalnya kita mempunyai teorema berikut:

Teorema B (Kriteria keterintegralan Riemann). Misalkan f : [a,b] — R terbatas.
Maka, f terintegralkan Riemann pada |a,b] jika dan hanya jika f kontinu pada [a, ]

kecuali pada suatu himpunan berukuran nol.

Dengan konsep ukuran Lebesgue, integral Riemann dapat diperumum menjadi in-

tegral Lebesgue — namun kita tidak akan membahasnya di sini. Pada umumnya kita
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akan bekerja dengan fungsi yang kontinu hampir di mana-mana, dan dalam hal ini in-
tegral Lebesgue dapat dianggap sebagai integral Riemann. Beberapa teorema, seperti
halnya teorema Fubini dan teorema Lebesgue tentang kekonvergenan barisan fungsi
yang terdominasi, akan kita pakai begitu saja bilamana diperlukan. Bila pembaca ingin
memahami konsep ukuran dan integral Lebesgue lebih jauh, silakan baca buku “Real
Analysis” karangan H.L. Royden (Prentice Hall, 1988), “Real and Complex Analysis”
karangan W. Rudin (McGraw- Hill, 1986), atau buku lain yang membahas hal ini.

0.4 Soal latihan
1. Buktikan bahwa |z — 1 4 23| < |z1| + |22] untuk setiap z1, 23 € C.
2. Buktikan ketaksamaan Cauchy-Schwarz di ruang hasilkali dalam (H, (-, -)):

[z, 9)| <zl lyll, =z, yeH.

3. (a) Buktikan bahwa himpunan A := {1,2,...,10} berukuran nol.
(b) Buktikan bahwa himpunan semua bilangan asli N berukuran nol.

(c) Buktikan bahwa himpunan semua bilangan rasional Q berukuran nol.
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1. Mengapa Deret Fourier

Di bawah ini diberikan dua contoh pemicu materi deret Fourier. Kedua contoh yang
dipilih untuk dikemukakan di sini berkaitan dengan persamaan difusi atau persamaan

panas untuk seutas kawat yang mengalami perubahan panas.

1.1 Persamaan panas untuk kawat lurus

Misalkan kita mempunyai seutas kawat yang panjangnya L dan penampangnya ber-
bentuk lingkaran, terinsulasi pada permukaannya (sehingga suhu hanya dapat keluar
atau masuk melalui kedua ujungnya), dan suhu pada kedua ujungnya dipertahankan

tetap sama dengan nol.

0 L

Gambar 1.1: Kawat [0, L]

Bila kawat tersebut kemudian mengalami perubahan panas (katakan karena di-
panasi), maka suhu pada kawat tersebut akan memenuhi persamaan panas atau per-

samaan difusi

U = KUgy

dengan syarat batas

u(0,t) = u(L,t) = 0.

Di sini u(z,t) menyatakan suhu kawat pada posisi « € [0, L] dan saat ¢ > 0, u; turunan
parsial terhadap ¢, dan w,, turunan parsial kedua terhadap x; sementara k adalah

konstanta difusi.
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Dengan pemisahan peubah, kita misalkan u(x,t) := X (x)T'(t). Maka, kita akan
peroleh
X(2)T'(t) = kX" (2)T(t)

Dengan membagi kedua ruas persamaan dengan kX (x)T(t), kita dapatkan

T'(t) _ X"(x)
KT() ~ X(z)

Karena ruas kiri hanya bergantung pada ¢, sementara ruas kanan hanya bergantung

pada x, kedua ruas tersebut mestilah sama dengan suatu konstanta A, sehingga
T'(t) = ART(0), (1)

X"(z) = AX (x). 2)

Persamaan (1) merupakan persamaan diferensial biasa orde 1 (dalam t); solusi
umumnya adalah

T(t) = Coe*t, ¢t >0.

Sementara itu, persamaan (2) merupakan persamaan diferensial biasa orde 2 (dalam x);

solusi umumnya adalah
X(z)=Cicos Az + Cysindx, 0<z<L,

dengan A = v/—A menyatakan bilangan kompleks yang memenuhi persamaan A\ + A =
0. (Secara umum A merupakan konstanta kompleks.)

Persyaratan X (0) = 0 memaksa C; = 0, dan X (L) = 0 memberikan Cysin AL = 0.
Dengan menganggap Cy # 0, kita peroleh sin AL = 0 yang berarti bahwa AL = nm dan

nm

7 )2, dengan n € Z. Namun kita di sini cukup mengambil n € N

karenanya A = —(
mengingat kasus n = 0 hanya menghasilkan solusi nol dan penggantian n dengan —n

sama saja dengan penggantian C's dengan —C5. Dengan demikian kita peroleh solusi

Up(z,t) = SinT, 0<z<L,t>0,
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untuk setiap n € N. Dengan mengambil kombinasi linearnya dan dengan proses limit,

kita mempunyai solusi yang berbentuk deret
> 2 nmwr
u(a:,t):Zane_(n_ﬁT) Ftgin—— 0<ax<L, t>0
n=1

dengan a,, € R untuk setiap n € N.
Misalkan, sebagai informasi tambahan, diketahui syarat awal u(x,0) := f(x), = €

[0, L]. Solusi di atas akan memenuhi syarat ini jika dan hanya jika koefisien a,, memenuhi

> nwx
= g nsin—, 0<xz<L.
f(x) nZIa sin — x

Masalahnya kemudian adalah adakah a, yang memenuhi persamaan ini dan, bila ada,

bagaimana menentukannya.

1.2 Persamaan panas untuk kawat melingkar

Misalkan kawat tadi ditekuk sehingga membentuk lingkaran (dengan kedua ujung-
nya bertemu) dan kita ingin mengetahui distribusi panas pada kawat bila kawat tersebut
dipanasi. Di sini posisi setiap titik ditentukan oleh sudut 6 (yang diukur terhadap sumbu

acuan) dan suhu di titik tersebut pada saat t adalah u(6,t).

u(e,t)

Gambar 1.2: Kawat Melingkar

Karena jarak linear pada lingkaran sebanding dengan jarak sudut (z = r0, dengan

r menyatakan jari-jari lingkaran), persamaan difusi u; = ku,, menjadi

ur = kouge
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dengan kg := T% Dengan menuliskan u(0,t) := ©(0)T'(t), kita peroleh (seperti sebelum-

nya)
T(t) = Coe™t, ¢ >0,

O(0) = CycosvV—A+ Cysinfv—A, 0 €R,

untuk suatu konstanta kompleks A.
Sekarang kita tidak mempunyai persyaratan batas karena lingkaran tidak berujung.
Namun, mengingat 6 dan 6 + 2nm menyatakan sebuah titik yang sama, fungsi ©(6)

mestilah periodik dengan periode 27:
OO0 +2n7) =0(0) VO€[0,21), n€Z.

Syarat ini tidak ‘membunub’ Cy ataupun Cs, tetapi memaksa v—A = n € N U {0},

sehingga pada akhirnya kita dapatkan solusi yang berbentuk

u(f,t) = Z(an cosnb + by, sin n@)e_"QkOt, R, t>0.

n=0
Jika diketahui syarat awal u(6,0) := f(#), maka kita peroleh

f) = Z(an cosnf + b, sinnf), 0 € R.

n=0
Masalahnya lagi-lagi adalah apakah f, yang merupakan fungsi periodik dengan periode
27, dapat dinyatakan sebagai deret seperti di atas dan, bila dapat, bagaimana menen-
tukan koefisien a,, dan b,, yang memenuhi persamaan tersebut.
Deret trigonometri pada ruas kanan persamaan di atas kelak disebut sebagai deret
Fourier, sementara bilangan-bilangan a,, dan b,, (yang bergantung pada fungsi f yang
diberikan) disebut sebagai koefisien Fourier. Tanda “ = ” pada persamaan tersebut

berarti bahwa deret pada ruas kanan konvergen ke nilai fungsi f di titik 6. Secara

umum, kekonvergenan ini hanya berlaku hampir di mana-mana, tidak ‘titik demi titik’.

1.3 Soal latihan

1. Tinjau persamaan gelombang uy; = c*u,, untuk seutas kawat yang panjangnya L,

dengan syarat batas

u(0,t) =u(L,t) =0
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dan syarat awal

u(z,0) = f(z) dan us(z,0) = g(z).

Dengan pemisahan peubah, peroleh solusi berupa deret

oo
. nmx nmct . nmct
u(x,t):ZsmT(ancos 7 + b,, sin 7 >, 0<z<L,t>0,

n=1

dengan a,, memenuhi

flz)= ansm@, 0<z<L,
L
n=1
dan b,, memenuhi
g(x) = %nsm?, 0<z<L

19
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2. Deret Fourier

Pada bab ini kita akan membahas deret Fourier dari fungsi periodik. Pendekatan
yang dipilih dalam diktat ini sama dengan pendekatan dalam buku “Fourier Analysis
and Its Applications” karangan G.B. Folland (Wadsworth, 1992).

Untuk kemudahan kita akan lebih banyak bekerja dengan fungsi eksponensial kom-
pleks €% daripada fungsi trigonometri cos dan sinf. Ingat bahwa fungsi-fungsi ini
terkait oleh rumus

e = cosf +isind,

1
27

Kelebihan fungsi cosinus dan sinus adalah bahwa mereka bernilai real dan mempunyai

(eiO . e—i@)‘

1 . .
cosf = 5(67’0 +e %) dan sinf =

sifat simetri, sementara kelebihan fungsi eksponensial adalah rumus turunan (e*)’ =

ie"? dan rumus jumlah /(919 = ¢9¢'® yang relatif lebih sederhana.

2.1 Deret Fourier dari fungsi periodik

Misalkan f(6) adalah sebuah fungsi bernilai kompleks yang terdefinisi pada R se-
demikian sehingga

fO+2m) = f(0) VOER,

yakni f periodik dengan periode 2w. Asumsikan pula bahwa f terintegralkan Riemann
pada sebarang interval terbatas. (Ini dipenuhi bila f terbatas dan kontinu kecuali pada
suatu himpunan berukuran nol).

Kita ingin mengetahui kapankah f dapat diuraikan sebagai deret

1 N .
f(0) = 540 + Z(an cosnb + by, sinnf).

n=1
Di sini %ao merupakan koefisien fungsi konstan 1 = cos 00, dan faktor % sengaja diikut-

sertakan untuk alasan yang akan kita lihat nanti. Tidak ada by karena sin 06 = 0.
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Menggunakan rumus di atas, persamaan tadi dapat dituliskan sebagai

0= 3 e

n=—oo

dengan

1 1 1
Co = =ao; Cp = 5(0,” — an) dan C_p — i(an + ibn)a ne N

atau

ap = 2cp;  ap = ¢y +c_p dan b, =i(c, —c_y), n€N.

Untuk menjawab pertanyaan di atas, kita mencoba terlebih dahulu mencari syarat
perlunya. Jika kita mempunyai persamaan di atas, bagaimana koefisien c¢,, dapat di-
hitung dalam f? Dengan mengalikan kedua ruas dengan e~ (k € Z), kemudian
integralkan dari —m sampai 7, kita peroleh (dengan menganggap bahwa integral deret

sama dengan deret integral)

FO)e *0do= > ¢, / e (n=k)0 g,

n=—oo
Tetapi untuk n # k

=0,

—T

/7T Gi(n—10 g _ 1 itk
o i(n —k)

/ eH(n=k)0qg — / df = 2.

Jadi satu-satunya suku yang bertahan dalam deret tadi adalah suku ke-k, sehingga kita

sementara untuk n = k

dapatkan
f(0)e=*9do = 27¢y,.

Dengan menamai kembali k sebagai n, kita peroleh rumus untuk koefisien ¢,,, yakni

1 (7 ~
Cn = 5 » (0)e~"0dp, neZ.

Dari sini kita peroleh

ag = 260 = l /7r f(@)d@

™ —T
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dan untuk n =1,2,3,...

1 s
Qp = Cp + C_p = — f(0) cosnfdb
T —TT

1 ™
by, =i(cp —c—p) = — f(0) sinnbdo.
™ —T

Perhatikan bahwa rumus untuk a, berlaku pula untuk n = 0 karena faktor % yang
sengaja telah kita ikutsertakan sejak awal. (Jadi inilah alasannya mengapa ada faktor

5 di depan ao.)

Selanjutnya, jika f periodik dengan periode 27 dan terintegralkan pada [—m, 7],
maka bilangan c,, atau a, dan b,, sebagaimana dirumuskan di atas, disebut sebagai
koefisien Fourier dari f, sementara deret

Z c,e™ atau §a0 + Z(an cos n + by, sin nf)

n=—oo n=1
disebut sebagai deret Fourier dari f.

Catat bahwa yang telah kita dapatkan saat ini baru syarat perlunya saja, belum
syarat cukup. Yakni, jika kita mempunyai sebuah fungsi f yang periodik dengan periode
27 dan terintegralkan pada [—7, 7], maka kita dapat menghitung koefisien-koefisien
Fourier dan deret Fourier dari fungsi tersebut. Namun pertanyaan apakah f sama
dengan deret Fouriernya, atau apakah deret Fourier dari f konvergen (titik demi titik)

ke f, sama sekali belum terjawab.

2.2 Contoh Deret Fourier dan Ketaksamaan Bessel

Sebelum kita menjawab pertanyaan penting tadi, kita tinjau terlebih dahulu dua

buah contoh berikut.

Contoh 1. Misalkan f periodik dengan periode 27 dan
f0):=16|, —-w<6<m.

Maka, dengan mengingat bahwa f merupakan fungsi genap, kita peroleh ag = w, a,, =

2(*172# dan b, = 0 untuk setiap n € N. Perhatikan bahwa (—1)" — 1 = 0 bila n

genap, dan (—1)" — 1 = —2 bila n ganjil. Dengan demikian deret Fourier dari f adalah
4 1
r_Z Z — cosnf.

2 2
n=1,3,5,...
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Gambar2.2a: Jumlah parsial deret Fourier dari f(0) := |6

Gambar di atas mengindikasikan bahwa deret Fourier dari f konvergen ke fungsi f

secara ‘titik demi titik’. Hal ini akan kita justifikasi pada bab berikutnya.
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Contoh 2. Misalkan g periodik dengan periode 27 dan

g(0):=0, —mw<0<m.

Maka cg = 0 dan ¢, = (_11.)7?1 untuk setiap n # 0. Jadi deret Fourier dari g adalah

Z (1)t pind
m

n#0
atau, mengingat (—1)" = (—1)~" dan ez:’ + e:;: = =sinnf,
el (_1)n+1 ‘
2 6.
> G
n=1
3w
1
yooa
7z

Gambar 2.2b: Jumlah parsial deret Fourier dari ¢g(0) := 0
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Perhatikan bagaimana deret Fourier dari ¢ menghampiri fungsi g, khususnya di
titik-titik diskontinuitas g. Apa yang sebenarnya terjadi akan dijelaskan pada bab
berikutnya. (Pelajari pula tentang fenomena Gibbs pada §5.4.)

Ketaksamaan berikut memberikan suatu hampiran untuk koefisien Fourier, yang

kelak diperlukan dalam pembahasan kekonvergenan deret Fourier.

Teorema A (Ketaksamaan Bessel). Jika f periodik dengan periode 2m dan terinte-
gralkan Riemann pada [—m, ], maka koefisien Fourier ¢, yang ditentukan oleh rumus
di atas memenuhi ketaksamaan

> leal < o [ 150

— T

Catatan. Keterintegralan |f|? terjamin karena |f|? kontinu kecuali pada suatu him-
punan berukuran nol, seperti halnya f. Selanjutnya, mengingat |ag|?> = 4|co|? dan

lan|? + [bn|? = 2(|cn|? + |c—n|?) untuk n > 1, kita peroleh

1 1 — - I
Haol £ 33 (e 40Py = Y el < o [ 7@)Pas.
n=1 n=—00 -

Bukti. Karena |z|? = 2z, maka untuk setiap 6 € [—m, 7] dan N € N berlaku

N N N
FO)= D eae™ P = [fOP= D [enf O™ =enf(@)e ™+ D cmene ™.
n=-N n=—N mn=—N

Bagi kedua ruas dengan 27 dan integralkan pada [—m, 7| (dengan mengingat rumus

koefisien ¢,, pada §2.1), untuk memperoleh

N

= IO SRRy MVOIR I SR

27
-m n=—N

Karena integral di ruas kiri tak mungkin negatif, maka

1 /7 N
L 270 > 2
oo | fOPd0 =Y eal?,

- n=—N

dan ini berlaku untuk setiap N € N. [QED]
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Akibat B (Lemma Riemann-Lebesgue). Koefisien Fourier ¢,, menuju 0 bila |n| — oo.

Koefisien Fourier a,, dan b, menuju 0 bila n — oc.

Bukti. Karena |a,|?, |bn|?, dan |c,|? merupakan suku ke-n dari suatu deret yang kon-

vergen, mereka menuju 0 dan demikian pula halnya dengan a,,, b,, dan ¢,. [QED]

2.3 Soal latihan

1. Verifikasi hubungan antara a,,, b,, dan ¢, yang dibahas pada §2.1, yakni

1 1 1
co = 50,0; Cp = §<an - 'lbn) dan C_n = §(an + an)’ neN

atau

ap = 2c¢p; ap = ¢y +c_p dan b, =i(c, —c_y), n€N.

2. (a) Verifikasi hasil perhitungan koefisien a,, dan b,, pada Contoh 1.

(b) Verifikasi hasil perhitungan koefisien ¢,, pada Contoh 2.
3. Misalkan h = h(f) fungsi periodik dengan periode 27 dan

1, jika 0 <0 <,
h(f) := { -1, jika -7 <60<0.

Tentukan deret Fourier dari h, lalu sketsalah grafik jumlah parsial pertama dan

kedua dari deret tersebut.
4. Verifikasi hubungan antara |a,|, |b,|, dan |¢,| yang dinyatakan sebagai Catatan di

bawah Teorema A.
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3. Kekonvergenan Deret Fourier

Sekarang kita akan membahas kekonvergenan deret Fourier, khususnya kekonverge-
nan titik demsi titik. Melalui Contoh 2 yang dibahas pada bab sebelumnya kita menge-
tahui bahwa secara umum deret Fourier dari suatu fungsi tidak selalu konvergen titik
demi titik ke fungsi semula, khususnya di titik di mana fungsi tersebut diskontinu. Na-
mun, kita akan melihat bila fungsi tersebut memenuhi sejumlah hipotesis tertentu, maka

deret Fourier-nya akan konvergen titik demi titik.

3.1 Jumlah parsial dan intuisi melalui kernel Dirichlet

Untuk menjawab pertanyaan apakah deret

1 (]
540 + z_:l(an cosnf + b, sinnb)
atau deret
o
Z c einG
n )

dengan a,,, b,, dan ¢, sebagaimana diberikan sebelumnya, konvergen ke f(#), kita tinjau

jumlah parsialnya, yakni
N 1 N
S1.(0) = Z_N e einf — S0+ ;(an cosnf + b, sinnf).

(Ketika kita bekerja dengan bentuk eksponensial, kita sepakat bahwa kita senantiasa
menyatukan suku e dan e~™%. Itu sebabnya kita harus menyelidiki jumlah parsial
‘simetris’ di atas.)

Jika kita substitusikan rumus untuk ¢, ke dalam jumlah parsial tadi, maka kita

akan mendapatkan
™

N N
S]{,(Q) = % Z f(@b)ein(@—w)dw — % Z f(@b)em(w_e)dw.

n=—N"v T n=—N"Y T

sy
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Selanjutnya, dengan substitusi peubah ¢ := 1 — 6 dan mengingat bahwa f periodik
dengan periode 27, kita peroleh

s4(0) = Z/_ O deeds = 5 Z 10+ d)emods

Karena ZYN ffﬂ S = ffﬂ Zr]:[:—N ..., kita dapat menuliskan

T

S40) = [ f(0+¢)Dn()do,

—T

dengan Dy(¢) := 5= N e,

Fungsi Dy (¢) dikenal sebagai kernel Dirichlet. Dengan mengenalinya sebagai deret

geometri, dengan suku pertama e *N? dan rasio e'?, kita dapat menyederhanakannya

sebagai
1 (N+1)p _ ,—iNo

o et —1

Dn(¢) =
Selanjutnya, dengan mengalikan pembilang dan penyebut dengan e~**/2, kita peroleh

D) = 1 efNH1/2)é _ e=iN+1/2¢ 1 sin(N +1/2)¢
NPT o ei®/2 — e—i¢/2 27 sing/2

Grafik Dy (¢) untuk N = 25 berbentuk seperti di bawah ini.

(Avnvnvnuﬂvﬂvﬁuhuﬁ A ﬂ n ﬂ ﬁ n n\;ﬂuﬁuﬂuﬂvﬁv"uﬂvﬁx
= _3m X y V u d VY 3

T 3r om
Wz 2 a4 2 4
X

-

Gambar 3.1: Grafik kernel Dirichet Das(¢)
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Intuisi yang mendorong kita untuk menyimpulkan bahwa S]{,(Q) — f(0) adalah
sebagai berikut: titik puncak Dy(¢) yang terjadi di ¢ = 0 ‘memetik’ nilai f(#) pada
S ]{,(0); sementara osilasi cepat yang terjadi pada Dy (¢) untuk ¢ jauh dari 0 ‘membunuh’

bagian lainnya karena adanya pencoretan antara nilai positif dan negatif.

3.2 Kekonvergenan titik demi titik dan seragam

Untuk membuktikan kekonvergenan titik demi titik deret Fourier, kita memerlukan

lemma berikut mengenai kernel Dirichet dan sejumlah peristilahan.

Lemma A (Kernel Dirichlet). Untuk setiap N € N berlaku

0 T 1

Dy (6)do :/ Dy (0)df = 7
0

—Tr

Bukti. Dari rumus untuk Dy, kita mempunyai

1 18
Dy (0) = py. + - ;cosnﬁ,
sehingga
N
T 0 1 sinnf7™ 1
Dy (0)df = [— - ] _—
0 n(0) 2T + m nz_:l n lo 2
Serupa dengan itu,
0
D (0)d0 = =,

sebagaimana diharapkan. [QED]

Misalkan —oo < a < b < oo. Kita katakan bahwa f kontinu bagian demi bagian
pada [a,b] apabila f kontinu pada [a,b] kecuali mungkin di sejumlah terhingga titik,
sebutlah x1,..., zy, dan di titik-titik ini f mempunyai limit kiri dan limit kanan. [Jika
titik a atau b termasuk salah satu titik tersebut, maka f hanya dipersyaratkan mem-
punyai limit kanan saja (di a) atau limit kiri saja (di b).]

Lalu, kita katakan bahwa f mulus bagian demi bagian pada |a,b] apabila f dan
turunan pertamanya, yaitu f’, kontinu bagian demi bagian pada [a,b]. Dalam hal ini
fungsi yang mempunyai diskontinuitas tak terhingga (seperti f(z) = 1/z di x = 0) dan

fungsi yang mempunyai patahan ‘vertikal’ (dengan turunan kiri atau turunan kanan
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tak terhingga) tidak termasuk fungsi yang mulus bagian demi bagian. Sebagai ilustrasi,
fungsi yang kontinu bagian demi bagian dapat berbentuk seperti pada gambar di bawah

ini:

g

[l |
I T

Gambar 3.2a: Fungsi kontinu bagian demi bagian

Fungsi pada gambar di atas juga mulus bagian demi bagian. Contoh fungsi yang

tidak mulus bagian demi bagian misalnya fungsi seperti di bawah ini:

Gambar 3.2b: Bukan fungsi mulus bagian demi bagian

Selanjutnya, f dikatakan kontinu (mulus) bagian demi bagian pada R apabila ia

kontinu (mulus) bagian demi bagian pada sebarang interval terbatas [a, b].
Teorema B (Kekonvergenan Titik Demi Titik). Jika f periodik dengan periode 2w
dan mulus bagian demi bagian pada R, maka

lim S%(0) =

N—o0

dengan f(0—):= lim f(0+ h) dan f(0+) := hlirg+ fO+h).

h—0—

[f(6—) + f(6+)],

N —
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Bukti. Menurut Lemma Kernel Dirichlet, kita mempunyai
0

310 = 10-) [ Dx@as. 350+ = 50+) [ Du(o)io,
0

—T

sehingga
S50) = 51O+ 104 = 5= [ (@) De - = Nolag
N 2 “on ) Y ’
dengan

et? — 1 et —1

Di sini g terdefinisi dengan baik pada [—m, 7] dan sama mulusnya dengan f, kecuali
di dekat ¢ = 0. Namun, berdasarkan Aturan L’Hopital, ¢ mempunyai limit kanan dan
limit kiri di 0, sehingga g kontinu bagian demi bagian pada [—m, 7w]. Akibatnya, menurut
Ketaksamaan Bessel, koefisien Fourier dari g, sebutlah C,, akan menuju 0 bila n — oo.

Sebagai selisih dua koefisien Fourier dari g, ekspresi di atas akan menuju 0 bila N — oo.

[QED]

Teorema di atas memberitahu kita bahwa deret Fourier dari f konvergen titik demi
titik ke f, kecuali mungkin di titik-titik diskontinuitas f. Bila kita definisikan ulang nilai
f di titik-titik diskontinuitasnya sebagai nilai rata-rata limit kiri dan limit kanannya,
maka deret Fourier dari f yang mulus bagian demi bagian pada R akan konvergen titik
demi titik pada R. Lebih jauh, jika f juga kontinu pada R, maka kita mempunyai

teorema berikut.

Teorema C (Kekonvergenan Seragam). Jika f periodik dengan periode 2, kontinu,
dan mulus bagian demi bagian pada R, maka deret Fourier f konvergen mutlak dan

secara seragam pada R.

Catatan. Teorema C dibuktikan dengan menggunakan deret Fourier untuk f’. Lihat

Folland, hal. 41, untuk detilnya.

Contoh 1. Deret Fourier dari fungsi g pada Bab 2, Contoh 2, yang mulus bagian demi
bagian dan kontinu kecuali di § = km dengan k ganjil, akan konvergen ke g kecuali di
titik-titik tersebut. Karena itu, bila kita ambil § = 7/2, maka kita dapatkan

L (—1)kH? 1 1 1 n
-~ =14 - — =4 .= —,
£ 2k —1 3 5 7 4
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3.3 Soal latihan

1. Misalkan f dan g periodik dengan periode 2w dan mulus bagian demi bagian.

Buktikan jika f dan g mempunyai koefisien Fourier yang sama, maka mestilah
f=g
Gunakan deret Fourier pada Contoh 2 yang dibahas pada Bab 2 dan Teorema

Kekonvergenan Titik demi Titik untuk membuktikan kesamaan
2

i 1 T
_1)2 ]
— (2k — 1) 8

dengan meninjau nilai deret Fourier dan fungsi tersebut di 6 = 0.

Buktikan bahwa

— = —
—n 6

dengan menggunakan deret Fourier dari fungsi tertentu.
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4. Deret Fourier pada Interval Sembarang dan Aplikasinya

Kita telah mempelajari bagaimana menguraikan fungsi periodik dengan periode 2w
yang terdefinisi pada R sebagai deret Fourier. Deret trigonometri tersebut sebetulnya
dapat pula dipakai sebagai representasi fungsi yang terdefinisi pada interval sembarang
yang panjangnya 27. Pada bab ini kita akan membahas deret Fourier dari suatu fungsi

yang didefinisikan pada interval sembarang dan aplikasinya.

4.1 Deret Fourier pada interval sembarang

Misalkan kita mempunyai sebuah fungsi f yang terdefinisi pada [—m, 7], dengan
asumsi f(—m) = f(m). (Asumsi ini dapat dipenuhi dengan cara mendefinisikan ulang
nilai f, bila diperlukan, di salah satu titik ujungnya. Asumsi tersebut dapat pula
dihapuskan dengan menganggap f terdefinisi hanya pada (—m, 7].) Selanjutnya misalkan
f terbatas dan terintegralkan pada [—7, 7]. Kita perluas f pada R sedemikian sehingga

f periodik dengan periode 27, melalui
f@+2nm) = f(0) VOe€ (—m, x|, n€Z.

Sebagai contoh, fungsi periodik f yang dibahas pada Bab 2, Contoh 1, dapat dipandang
sebagai perluasan periodik fungsi f(0) = |f| dari interval (—m, 7| ke seluruh R.

Jika f mulus bagian demi bagian pada (—, 7|, maka kita dapat menguraikannya
sebagai deret Fourier. Dengan membatasi kembali peubah 6 pada [—m, 7], kita peroleh
deret Fourier dari fungsi semula. Sekarang misalkan f terdefinisi hanya pada [0, 7].
Kita dapat memperluas f pada R sedemikian sehingga ia merupakan fungsi periodik
dengan periode 27, dan kemudian kita peroleh deret Fouriernya.

Untuk memperluas f pada R, pertama kita perluas f pada [—m,7]. Ada dua cara

yang baku untuk hal ini, yakni dengan membuatnya menjadi fungsi genap atau ganjil.
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Perluasan genap fgenap pada [—m, 7] dapat diperoleh melalui

Jfgenap(=0) = f(0) V0 €[0,7];

sementara perluasan ganjil fsanjii dapat diperoleh melalui

fganjil(_g) = —f(@) Vo e (077"]7 fganjil(o) = 0;

Untuk ilustrasi, lihat gambar berikut.

L~

A NN

v

Gambar 4.1: Fungsi beserta perluasan ganjil dan perluasan genap

Keuntungan menggunakan fgenap dan fganjii adalah bahwa deret Fouriernya ke-
lak lebih sederhana. Untuk fgenap, koefisien sinusnya akan sama dengan nol (karena
sinnf merupakan fungsi ganjil). Untuk fganji1, koefisien cosinusnya akan sama dengan
nol (karena cosnf merupakan fungsi genap). Jadi, deret Fourier dari fgenap hanya

melibatkan fungsi cosinus, sementara deret Fourier dari fsanji hanya melibatkan fungsi
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sinus. Dengan simetri, perhitungan koefisien lainnya juga menjadi lebih mudah:
T

Jeenap(0) cosnf df = 2/ f(0) cosnb db,
o 0

T

feanjil(0) sinnf df = 2 / f(0)sinnd do.
0

Perhatikan bahwa pada akhirnya fungsi f yang semula terdefinisi pada [0, 7] muncul
kembali dalam perhitungan koefisien Fourier di atas.

Selanjutnya, misalkan f terintegralkan pada [0, 7]. Deret

2

1 g T
00 + Z an cosnfl, dengan a, := %/0 f(0) cosnb db,

n=1

disebut deret Fourier cosinus dari f.

Sementara itu, deret
. 2 [T .
Z by sinnf, dengan b, := —/ f(0) sinnf db,
n=1 TJo

disebut deret Fourier sinus dari f.

Teorema A. Misalkan f mulus bagian demi bagian pada [0, 7]. Maka, deret Fourier
cosinus dan deret Fourier sinus dari f konvergen ke 5[f(0—)+ f(6+)] di setiap 6 € (0, ).
Khususnya, mereka konvergen ke f(0) jika f kontinu di @ € (0, 7). Deret Fourier cosinus
dari f konvergen ke f(0+4) di # = 0 dan ke f(w—) di § = ; deret Fourier sinus dari f
konvergen ke 0 di kedua titik tersebut.

Sekarang misalkan f(z) adalah fungsi periodik dengan periode 2L. Dengan substi-

tusi peubah x := L?o, kita peroleh fungsi baru

00 = 1(2) = (@),

Perhatikan bahwa g merupakan fungsi periodik dengan periode 27, dan jika f mulus

bagian demi bagian maka g juga. Dalam hal itu, g dapat diuraikan sebagai deret Fourier

3 j 1 [7 .
g(e) = Z cne7”f’L07 dengan Cp = 2— g(g>e—m0d9’
T J)_n
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Jika kita subtitusikan kembali § = 7 ke dalam rumus di atas, maka kita dapatkan

deret Fourier periodik dengan periode 2L dari fungsi f semula:

> . 1 L .

Z cne™™ /L dengan ¢, = —/ f(x)e_m”/de.
= 2L J_;

Dinyatakan dalam cosinus dan sinus, deret ini menjadi

:—ao—i—z ancos —|—b sinmlrj—m}

dengan
/ f(x) cos wdw / f(z)sin @d:ﬂ

Dengan cara yang serupa seperti sebelumnya kita dapat memperoleh deret Fourier

cosinus dan deret Fourier sinus dari fungsi f yang mulus bagian demi bagian pada [0, L],

yakni
1 > nmwT nmwT
x) = §a0 + Z .y, COS A dengan a,, := — / f(x) cos —da:
n=1

dan

= nmx NI

= Z b, sin < dengan b,, := / f(x)sin —dac
n=1

Contoh 1. Deret Fourier cosinus dari fungsi f(z) := z, x € [0, 1], adalah

4 & 1
_ F Z m COS(2n — ].)7TI
n=1

N | =

sementara deret Fourier sinusnya adalah

n—|—1

— E ————sinnnz.

4.2 Contoh aplikasi

Pada Bab 1 kita telah membahas persamaan panas untuk sepotong kawat lurus
yang panjangnya L, yakni

Uy = KkUlgy
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dengan syarat batas

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

dan syarat awal

u(z,0) = f(z), 0<xz<L.

Kandidat solusi masalah ini adalah

2 2 2 nmxr
Zb eV TR/ L gin /2 0<ax <L, t>0,

L
dengan koefisien b,, memenuhi
f(z) = ansm@, 0<z<L
n=1

Sekarang kita telah mengetahui bahwa persamaan terakhir di atas dapat dipenuhi

apabila f mulus bagian demi bagian pada [0, L] dan
/ f(zx)sin wdw n € N.

Pertanyaannya kemudian adalah: apakah u(z,t) yang diberikan sebagai deret oleh ru-
mus di atas, dengan koefisien b,, ini, sungguh merupakan solusi masalah tadi? Jawaban-
nya ya. Penjelasannya adalah sebagai berikut: Masing-masing suku deret merupakan
solusi persamaan panas. Pada daerah 0 < x < L, t > € > 0, deret konvergen mutlak dan
seragam. Karena itu, penurunan suku demi suku dapat dilakukan untuk menunjukkan
bahwa u(z,t) merupakan solusi persamaan panas. Syarat batas u(0,t) = u(L,t) = 0
dan u(z,0) = f(x) mudah diperiksa. Lebih jauh, jika f mulus bagian demi bagian dan
kontinu pada [0, L], maka dengan uji M-Weierstrass dapat ditunjukkan bahwa deret
tersebut konvergen seragam pada daerah 0 < x < L, t > 0, dan karenanya u kontinu
pada daerah ini, sehingga u(z,t) — u(z,0) = f(x) bila t — 07.

Pertanyaan berikutnya adalah: apakah solusi masalah tersebut tunggal? Jawab-
annya juga ya. Setiap solusi u(x,t) untuk masalah tersebut mestilah dapat diuraikan
sebagai deret Fourier dalam x untuk setiap ¢. Substitusikan deret ini ke dalam per-
samaan dan gunakan syarat awal, kita akan sampai pada kesimpulan bahwa koefisien

deret ini mestilah sama dengan koefisien Fourier yang kita peroleh sebelumnya.
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4.3 Soal Latihan

1. Verifikasi deret Fourier cosinus dan deret Fourier sinus dari fungsi f pada Contoh
1.

2. Bagaimana anda dapat memperoleh deret Fourier dari sebuah fungsi yang terdefi-
nisi pada sebarang interval [a, b]? Jelaskan secara detil.

3. Verifikasi ketunggalan solusi persamaan panas dengan syarat batas dan syarat awal
yang dibahas pada §4.2.

4. Tentukan solusi tak homogen dari persamaan diferensial biasa orde 2 berikut:
y"” 4+ 0,02y + 25y = r(t)

dengan r(t) := [t| — 3 untuk —1 < ¢ < 1 dan 7(t + 2) = r(¢) untuk setiap ¢ € R.

(Petunjuk: Nyatakan r(t) sebagai deret Fourier terlebih dahulu.)
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5. Beberapa Catatan Mengenai Deret Fourier

Kita telah mempelajari deret Fourier dan aplikasinya, tetapi itu sebetulnya baru
sebagian saja. Berikut adalah beberapa informasi tambahan mengenai deret Fourier

yang mungkin perlu diketahui oleh Anda.

5.1 Turunan dan Integral dari Deret Fourier

Teorema A (Turunan dari deret Fourier). Misalkan f periodik dengan periode 2,
kontinu, dan mulus bagian demi bagian. Misalkan a,, b,, dan c, adalah koefisien
Fourier dari f (real dan kompleks). Misalkan al, b, dan ¢, menyatakan koefisien

Fourier dari f'. Maka, untuk setiap n, berlaku

/ / / .
a,, = nby,, b, = —na,, dan ¢, = inc,.

Teorema B (Integral dari deret Fourier). Misalkan f periodik dengan periode 2m, dan
an, by, dan ¢, adalah koefisien Fourier dari f. Misalkan F(6) = f(f f(@)do, anti-turunan
dari f. Jika co(= 3ao) = 0, maka untuk setiap 6 berlaku

F(8) = Cy + Z ;_:Lem() - %AO + i(% sinnf — %ncosnﬁ),
n#0 n=1

dengan suku konstanta Cy sama dengan nilai rata-rata F' pada [—m,w|, yakni

1 1 g
Co = -4

340 =5 | FO)db.

Catatan. Pada Bab 3, kita membahas kekonvergenan deret Fourier, khususnya kekon-
vergenan titik demi titik. Kekonvergenan seragam deret Fourier diperoleh bila f peri-
odik dengan periode 27, kontinu, dan mulus bagian demi bagian pada R. Pembuktian
dalil ini sesungguhnya memerlukan Teorema A yang berkaitan dengan turunan dari

deret Fourier. Bila penasaran, lihat buku Folland (Wadsworth, 1992), hal. 41.
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5.2 Deret Fourier sebagai transformasi

Diberikan sebuah fungsi periodik f dengan periode 2L, koefisien Fourier ¢,, dari f

dapat dipandang sebagai suatu pemetaan

. 1 /L f( ) —inmx/L d
n— c, = — x)e x,
oL |,

yang terdefinisi pada Z. Transformasi f — (c¢,) memetakan fungsi periodik f yang
terdefinisi pada R ke barisan (c¢,,) yang terdefinisi pada Z.

Transformasi ini memetakan fungsi dengan domain waktu ke fungsi dengan do-
main frekuensi. Secara fisis, ¢, menyimpan informasi tentang sinyal f yang mempu-
nyai frekuensi |"—L7T‘ Catat bahwa semakin besar L, semakin kerap domain frekuensi
{}”T”‘ :n € Z}.

Invers dari transformasi tersebut memetakan barisan (¢(n)) dengan indeks bilangan

bulat ke fungsi periodik g(z) := > #(n)e™ /L yang terdefinisi pada R. Rumus ini

n=—oo

memberi kita cara untuk merekonstruksi f dari barisan (c,,): f(z) = Y. cpe™/ L,
n=—00
Pada prinsipnya, informasi tentang f tersimpan dalam (c,), dan sebaliknya. Na-

mun, terdapat beberapa keuntungan bila kita bekerja dengan (¢,,) dibandingkan dengan

f. Sebagai contoh, Teorema A pada §5.1 menunjukkan bahwa transformasi di atas
‘mengubah’ operasi penurunan (pada f) menjadi perkalian dengan “Z (pada (c,)):

inm

jika c;, menyatakan koefisien Fourier dari f/, maka c|, = “c,.

5.3 Perbandingan dengan deret Taylor

Kita masih ingat bagaimana menguraikan sebuah fungsi f sebagai deret Taylor di

sekitar suatu titik g dalam daerah definisinya:
Fl@) =30 L) (0 oy, o — ol <
x) = . x—x)", |r—xo| <y
n=0

asalkan f dapat diturunkan tak hingga kali di xg, dan suku sisa Taylor-nya menuju
0 pada interval tersebut. Kecepatan kekonvergan deret Taylor di z bergantung pada
seberapa jauh x dari xg. Secara umum, jumlah parsial dari deret Taylor dapat mem-
berikan hampiran yang sangat baik di dekat x( tetapi tidak terlalu baik untuk = yang

jauh dari xg.
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Berbeda dengan deret Taylor, deret Fourier untuk fungsi f yang periodik dengan
periode 2L tidak mengharuskan f mempunyai turunan tiap orde. Bila f cukup mulus
pada [—L, L], jumlah parsial dari deret Fourier akan konvergen ke f cukup cepat dan
secara seragam, serta memberikan hampiran yang baik pada [—L, L].

Jadi, bila deret Taylor terkait erat dengan perilaku lokal fungsi, maka deret Fourier

terkait erat dengan perilaku global fungsi.

5.4 Fenomena Gibbs

Misalkan f adalah sebuah fungsi periodik. Jika f mempunyai diskontinuitas di z,
maka deret Fourier dari f tidak mungkin konvergen ke f secara seragam pada interval
yang mengandung zo (karena limit seragam dari barisan fungsi kontinu haruslah kon-
tinu). Untuk fungsi f yang mulus bagian demi bagian, deret Fourier dari f mengalami
suatu fenomena yang dikenal sebagai fenomena Gibbs, khususnya di titik-titik diskon-
tinuitas fungsi f. Jumlah parsialnya dalam hal ini akan ‘overshoot’ dan ‘undershoot’ f
di dekat titik diskontinuitasnya.

Sebagai ilustrasi, tinjau f(0) := 7 —0, untuk 0 < 0 < 27, f(0+2nmw) = f(f) untuk
setiap n € Z. Maka, deret Fourier dari f akan tampak seperti pada gambar di bawah
ini. Perhatikan bahwa ada semacam spike di dekat titik-titik diskontinuitas f.

3
4

3

2T
2

Gambar 5.4: Fenomena Gibbs
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Untuk mengetahui berapa besar ‘overshoot’ dan ‘undershoot’ tersebut, kerjakan
soal latihan di bawah ini (yang dicuplik dari buku G.B. Folland “Fourier Analysis and
Its Applications” (Wadsworth, 1992).

5.5 Teorema Fejér

Fenomena Gibbs dapat diatasi dengan menggunakan rata-rata dari N jumlah par-
sial pertama sebagai hampiran, menggantikan jumlah parsial ke-/N. Persisnya, misalkan
f fungsi kontinu pada R dan periodik dengan periode 27, dan SJJ(, menyatakan jumlah

parsial simetris ke-N dari deret Fourier f.
Teorema C (Fejer). Misalkan U{v = ﬁ(sg + S{ +---+ S]]:]) Maka 0']]:] — f secara
seragam pada R untuk N — oo.

Terkait dengan cr]{[, kita mempunyai kernel Fejér Ky (0) := N;H Zszo Dy(0) =
m Z]/.cv:o %. Dengan mengalikan pembilang dan penyebut pada Ky (6)

dengan sin /2, kita peroleh

B 1 [sin(N—i-l/Q)Q]?
2n(N + 1) sin /2

Dapat diperiksa bahwa kernel Fejér memenuhi tiga sifat dasar di bawah ini:

(a) Kn(0) > 0 untuk setiap N € N dan 0 € [—m, 7[;

(b) [T Kn(0)d =1 untuk setiap N € N;

(c) A}gnoo f:j + [5 Kn(0)df = 0 untuk setiap § € (0, ).

Kn(0)

5.6 Soal latihan

1. Diketahui f(0) := 7 —#0, untuk 0 < 0 < 27, f(6+2nm) = f(0) untuk setiap n € Z.
(a) Tunjukkan bahwa f(0) =23 07 | 278 yptuk 0 < 6 < 2.
(b) Misalkan gy (6) := 2 2521 sinnd (7). Tunjukkan bahwa g (0) = 2Dy (6),

n

dengan Dy adalah kernel Dirichlet pada §3.
(¢) Tunjukkan bahwa titik stasioner pertama di sebelah kanan 0 dari gy () tercapai

di Oy := dan

B
N+1/2°

i 1
SlIl2

(d) Tunjukkan bahwa ]\}gnoo gn(On) =2 [ Sigd’dtb — .

2. Buktikan ketiga sifat kernel Fejér pada §5.5.

v sin(N + 1)6
gN<9N):/ —Sm( +3) df — .
0
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6. Himpunan Fungsi Ortogonal

Misalkan f periodik dengan periode 2w, dan mulus bagian demi bagian pada
[—m, 7. Jika S]J:](H) = ij:_N cne™ n=0,1,2,..., adalah jumlah parsial dari deret

Fourier f, maka kita telah menunjukkan bahwa (S]{,) konvergen ke f, yakni

hampir di mana-mana. Dalam hal ini kita dapat merekonstruksi f dari koefisien-

koefisien Fourier-nya melalui
[e.¢]

f(0) = Z cne'™.

Namun, secara umum, deret Fourier f tidak selalu sama persis dengan fungsi f sem-
ula. Bahkan, dalam kasus ekstrim, deret Fourier f dapat divergen di mana-mana,
sebagaimana ditunjukkan oleh Kolmogorov (1926).

Fungsi yang mulus bagian demi bagian pada [—m, 7| tentunya terintegralkan pada
[—7, 7]. Keterintegralan f pada [—m, 7] merupakan premis yang diasumsikan pada awal
pembahasan deret Fourier. Tetapi, apakah deret Fourier f akan konvergen ke f bila

kita hanya mengasumsikan f terintegralkan pada [—m,7|?

6.1 Himpunan fungsi ortogonal

Dalam penghitungan koefisien Fourier, ada fakta penting mengenai fungsi-fungsi
e'™® (n € Z), yaitu ke-ortogonalan-nya. Ya, deret Fourier dibentuk dari keluarga fungsi
ortogonal ini, di suatu ruang fungsi yang dilengkapi dengan hasilkali dalam tertentu.

Di ruang vektor X yang dilengkapi dengan hasilkali dalam (-,-) dan norma || - ||,
vektor v € X disebut vektor normal jika ||u|]| = 1. Vektor v # 0 dapat dinormalkan

v

dengan membaginya dengan |[[v||: jika u := Toy> maka |lu|| = 1. Himpunan vektor
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{u1,...,u,} disebut himpunan ortonormal jika ||u;|| = 1 untuk tiap ¢ = 1,...,n dan

(u;,u;) = 0 untuk i # j; yakni jika
(ui,uj)zéij, i,jzl,...,n.

[Jika v; # 0 untuk tiap ¢ = 1,...,n dan (v;,v;) = 0 untuk ¢ # j, maka {vq,...,v;}
disebut himpunan ortogonal.]

Jika {u1,...,ur} ortonormal di C* dan v = aju; + - -+ + agug, maka a; = (v, u;)
untuk tiap ¢ = 1,..., k. Sebaliknya, misalkan v € C*. Jika kita definisikan o; = (v, u;)

untuk ¢ = 1,...,n dan tulis ¥ = aquy + - - - + agug, maka w = v — v L u;, karena
<w7ui> = <U,UZ‘> - <57 U’L> = 07

untuk tiap ¢ = 1,...,n. Akibatnya w = 0, karena bila tidak, maka {uy,...,ug, w}

merupakan himpunan ortogonal dengan k + 1 anggota di C*.

Teorema A. Misalkan {uy,...,u;} himpunan ortonormal k vektor di C*. Maka, untuk
setiap v € C¥, berlaku
(a) v = (v,ur)uy + -+ (v, ug)ug.

(b) [[vll* = [{v, un)[* + - - + [{v, ug)[*.

6.2 Ruang PC(a,b) sebagai ruang hasilkali dalam

Mari kita tinjau ruang PC(a,b), yaitu ruang fungsi kontinu bagian demi bagian
pada [a,b]. Ingat bahwa f dikatakan kontinu bagian demi bagian pada [a,b] apabila
f kontinu pada [a,b] kecuali di sejumlah terhingga titik x1,...,xk, dan di titik-titik
tersebut limit kiri dan limit kanan f ada. Fungsi f di PC(a,b) tidak hanya terinte-
gralkan tetapi juga kuadratnya terintegralkan, yakni |f|? terintegralkan, pada (a,b).
Pada PC(a,b) kita dapat mendefinisikan hasilkali dalam

(f.9) = / f(2)g(@) dz

b 1/2
1= [ / If(w)|2dw] .

dan norma



Analisis Fourier dan Wavelet 47

Ketaksamaan Cauchy-Schwarz, Ketaksamaan Segitiga, dan Hukum Pythagoras berlaku

di PC(a,b) yang dilengkapi dengan (-,-) dan || - || di atas.

Teorema B (Hukum Pythagoras). Jika {fi1,..., fn} ortogonal, maka

L+ full® = WA+ Dl

Diberikan suatu himpunan ortonormal {¢,, : n € I} di PC(a,b) dan f € PC(a,b)
sembarang, kita ingin tahu apakah f = " _,(f, ¢n)¢n. Mengingat bahwa PC/(a,b) ber-
dimensi tak terhingga, pertanyaan ini tidak dapat segera kita jawab. Jika {¢, : n € I}
terhingga, jelas hal tersebut tidak mungkin terjadi. Jika {¢, : n € I} tak terhingga,
apakah terdapat cukup banyak ¢,, untuk merentang PC(a,b)?

Sebelum menjawab pertanyaan ini secara rinci, mari kita tinjau keluarga fungsi

di ruang PC(—m, ). Perhatikan bahwa untuk setiap m,n € Z berlaku

| Y A — 1 [T
<¢m7 ¢n> = _/ elmxelnm de = — ez(m_")x dr = (Smn.

2 J_, L —

Jadi {¢,, : n € Z} merupakan himpunan ortonormal.
Selanjutnya, koefisien Fourier ¢,, dari f € PC(—m,m) diberikan oleh rumus

1 " —inx o 1
Cn:%/_ﬂf(ﬂc)e dl’—EU,%% n e Z.

Jadi,

oo

> , =1
o=y o= ) - V2 (x) = Y Pn)dn(a).

Jadi deret Fourier f merupakan uraian terhadap himpunan ortonormal {¢, : n € Z}.

n=—oo n=—oo n=—oo

Demikian pula kita dapat memeriksa bahwa keluarga fungsi {¢,, : n € N U {0}}
dengan

Yo(z) == %, Y () = %cosnx, n=123,...

merupakan keluarga fungsi ortonormal di PC(0,7). Selanjutnya, koefisien cosinus
Fourier a,, dari f € PC(0,7) yang diberikan oleh rumus

2
9 [T —=(f,%0), untuk n =0,
an:;/ f(x)cosnxdr = \/£;<f¢> tuk = 1.2.3
0 NZACARA T untux 1 = 1,24,9,...,
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memenuhi
1 o0 o
5(10 + Z Qp COSNT = Z(f’ wn>wn(‘r)
n=1 n=0

Hal serupa terjadi untuk deret sinus Fourier dan deret Fourier lengkap (versi real).
Kita sudah tahu bahwa deret Fourier ini konvergen ke f hampir di mana-mana
apabila f mulus bagian demi bagian pada [—m,n]. Pertanyaannya adalah: bagaimana

bila f € PC(—m,7m)?

6.3 Kekonvergenan di ruang PC(a,b)

Barisan fungsi (f,,) di PC(a,b) dikatakan konvergen dalam normake f € PC(a,b)

apabila || f, — f|| — 0 untuk n — oo, yakni jika

b
/|fn(x)—f(x)|2dx—>0, untuk n — oo.

Perlu dicatat bahwa kekonvergenan dalam norma tidak menjamin kekonvergenan

titik demi titik. Sebagai contoh, ambil

_J1, jika0<az <,
fulw) = { 0, jika z lainnya.

Di sini || f»[|? = 1+ — 0 bila n — oo. Jadi (f,) konvergen ke f = 0 dalam norma. Tetapi
fn(0) = 1 untuk tiap n € N, sehingga (f,,) tidak konvergen ke 0 titik demi titik.

Sebaliknya, misalkan

() = { ™ jika 0 <z <1
In 0, jika z lainnya.

Maka, g, — 0 titik demi titik, tetapi

1 1/n
lgall® = / (@) = / n2dz = n 4 0
0 0

bila n — oo.
Teorema C. Jika f, — f secara seragam pada [a,b], maka f, — f dalam norma.

Bukti. Diberikan € > 0 sembarang, kita pilih ng € N sedemikian sehingga untuk setiap

x € |a,b] dan n > ng berlaku |f,(z) — f(z)] < 7= Akibatnya,

b
an—f\|2=/ Fulz) — F()Pdz < &
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Ini menunjukkan bahwa { f,,} konvergen ke f dalam norma. [QED)]

Di satu sisi, dengan adanya hasilkali dalam (-,-) dan norma || - || = (-,-)/2, ruang
PC(a,b) sekarang lebih terstruktur (secara geometri). Di sisi lain, ruang ini menjadi
‘tidak lengkap’, yakni: terdapat barisan Cauchy (f,) di PC(a,b) yang tidak konvergen
ke suatu fungsi f € PC(a,b). Sebagai contoh, tinjau PC(0,1) dan ambil barisan (f,,)

dengan
=4 jika x> L,
f"(x)_{o, jikaz < 1 -

Jika m > n, maka

_fa V4 jika L <z < i
fm(fE’) fn(x) = {(), jika z lainnya ’

sehingga
1

m — Jn = Zd :2(———)—)0,
= I /_ B VIRV
bila m,n — oco. Jadi (f,) merupakan barisan Cauchy; tetapi limitnya (baik titik demi

titik maupun dalam norma) adalah fungsi

f(fE) _ {[L'_l/4, Jlka T > 0,

0, jika x =0,
yang bukan anggota PC(0,1) karena xlif{ﬁ f(x) = oc.

Lalu apa yang harus dilakukan? Sebagaimana lazimnya di ruang topologi, yang
harus dilakukan adalah ‘melengkapi’ ruang PC'(a,b), dengan menambahkan limit-limit
dari semua barisan Cauchy pada PC(a,b). Hasilnya adalah ruang L?(a,b) yang akan
dibahas pada bab selanjutnya.

6.4 Soal latihan

1. Buktikan Teorema A bagian (b).
2. Buktikan Teorema B.
3. Buktikan bahwa keluarga fungsi {1, : n € N U{0}} dengan

1 2
o(x) := —= dan P, (x) := £cosnaj, n=123,...,

0 VT
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merupakan himpunan ortonormal di PC(0, ), dan koefisien cosinus Fourier

2
9 [T ==(f,%0), untuk n =0,
an:;/ f(x) cosnx dx = £<f1/1> tukm—1.2.3
0 NZAYERATE untuk n = 1L, 4,09,...,
memenuhi
1 o o.@]
540 + Zan cosnr = Z(ﬂ U ) p ().
n=1 n=0

4. Buktikan bahwa keluarga fungsi {¢,, : n € N} dengan

2
On(x) = £ sinnx, n €N,

NZs

merupakan himpunan ortonormal di PC(0, ), dan koefisien sinus Fourier

b, = %/Oﬂ f(z)sinnx dx = g(f, bn),

memenuhi
o0

Z b, sinnx = Z(f, Gn)On(T).

n=1
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7. Ruang L?(a,b)

Ruang L?(a,b) didefinisikan sebagai ruang semua fungsi f yang kuadratnya terin-

tegralkan pada [a, b], yakni

L%(a,b) = {f ;/ £(2)[2 dz < oo}

Ruang ini mencakup fungsi-fungsi f yang tak terbatas pada [a,b] tetapi |f|? terinte-
gralkan, termasuk dalam pengertian integral tak wajar menurut Riemann. Sebagai

contoh, fungsi

R e jika 0 < x <1,
f(x)_{o, itka z = 0,

merupakan anggota L2(0,1).
7.1 Topologi di L?(a,b)
Di ruang L?(a,b), hasilkali dalam (-,-) yang didefinisikan sebagai
b —
(9) = [ St da
terdefinisi dengan baik, mengingat
— 1 2 2
[f@)g@)] < 5 (1f@)F +lg(@)*).

Seperti halnya di PC(a,b), norma || - || pada L?(a,b) yang didefinisikan sebagai

1= ([ rwpar)”

mempunyai sedikit masalah, yaitu || f|| = 0 tidak mengakibatkan f = 0 tetapi f = 0
hampir di mana-mana. Untuk mengatasi masalah ini, dua fungsi di L?(a,b) dianggap

sama bila mereka bernilai sama hampir di mana-mana. Dengan kata lain, anggota
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L?(a,b) sekarang adalah kelas-kelas ekuivalen fungsi. Namun, dalam prakteknya, kita
sering mengaburkan kelas ekuivalen dan fungsi yang mewakili kelas ekuivalen tersebut.

Teorema berikut akan menjadi rujukan kita ke depan.

Teorema A. (a) L?(a,b) lengkap terhadap kekonvergenan dalam norma.
(b) Untuk setiap f € L*(a,b) terdapat barisan fungsi kontinu pada [a,b], sebutlah (f,,),

sedemikian sehingga f, — f dalam norma.

Catatan. Bagian (a) memberi tahu kita bahwa L?(a,b) merupakan ruang Hilbert.
Bagian (b) menyatakan bahwa himpunan fungsi kontinu pada [a,b] ‘padat’ di L?(a,b).
Sebagaimana telah disinggung pada bab sebelumnya, ruang L?(a,b) dapat dipandang
sebagai ‘lengkapan’ dari ruang fungsi C'(a,b) yang beranggotakan semua fungsi f yang
kontinu pada [a,b]. Terhadap norma || f| = (fol |f(m)|2dac) 1/2, ruang fungsi C(a,b)
tidak lengkap. Bila kita tambahkan semua limitnya, maka kita peroleh ruang L?(a,b).
Lebih jauh, setiap fungsi f € L?(a,b) dapat dihampiri oleh fungsi f,, yang merupakan
pembatasan pada [a,b] dari fungsi f yang terdefinisi pada R dan mempunyai turunan
setiap orde di setiap titik. Fungsi f bisa merupakan fungsi periodik dengan periode

b — a ataupun mempunyai tumpuan kompak.

Berikut adalah bukti Teorema A bagian (a) saja. [Bukti bagian (b) di luar jang-
kauan, jadi tidak diberikan di sini.]

Bukti. (a) Misalkan (f,,) barisan Cauchy di L*(a,b), yakni || f, — full = 0, m,n — oo.

Pilih subbarisan indeks (ny) sedemikian sehingga

1
Vb —a

||fmc+1 - fnkH S

Maka, menurut Ketaksamaan Cauchy-Schwarz, kita mempunyai

[ Vs @) @1 < I U, — foel < (3

untuk setiap £ € N. Dengan demikian,

Z !fml ~ for(2)| dz gfj()
k=1

k=179
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Menurut Lemma Fatou (lihat misalnya H.L. Royden "Real Analysis”), Y77 | | fr,., (2)—
fni (2)], dan karenanya juga | fn, (2)|+Y pey | fag.s (2)— fr, (2)], konvergen hampir untuk
setiap titik = € [a, b]. Akibatnya,

fnl (.CIZ) + Z(fnk+1 (.%‘) - fnk (il?))

k=1

konvergen ke suatu fungsi f(x) = kli)ngo fn,, hampir untuk setiap titik € [a,b]. Jadi,
(fn) mempunyai subbarisan yang konvergen.

Selanjutnya akan kita tunjukkan bahwa fungsi f di atas merupakan anggota L?(a, b)
dan bahwa || f, — f|]| = 0, n — co. Ambil € > 0 sebarang. Maka, kita dapat memilih &k
dan [ cukup besar sedemikian sehingga fab( fre (@) = fn, (z))?dx < e. Dengan mengambil

[ — oo, kita peroleh ,
[ @)= s@)as < e

Jadi mestilah f € L*(a,b) dan f,, — f (k — o0). Namun kekonvergenan subbarisan
dari suatu barisan Cauchy mengakibatkan barisan itu sendiri konvergen ke limit yang

sama. Ini mengakhiri pembuktian. [QED]

7.2 Ketaksamaan Bessel

Teorema B (Ketaksamaan Bessel). Jika {¢,, : n € bf N} adalah himpunan ortonormal
di L*(a,b) dan f € L?(a,b), maka

ST e < IFI12

n=1

Bukti. Perhatikan bahwa untuk setiap n € N berlaku

o (F bn)on) = (f, 0n)(f, 6n) = [(f, 0n)]%,

<<f7 ¢n>¢n7f> = <f7 ¢n><f> ¢n> = |<f7 ¢n>‘27

dan menurut Teorema Pythagoras,

N

=D lf.en)l,

n=1

2

N
IS¢ dn)en
n=1
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untuk setiap N € N. Akibatnya

N
o<fr-3 f Sabn| = 112 = 1iF 00
n=1

sehingga
N
Z (f on)” < IIFI1%,

untuk setiap N € N. Dengan mengambil N — oo, kita dapatkan ketaksamaan yang
diinginkan. [QED]

Selanjutnya, diberikan suatu himpunan ortonormal {¢,, : n € N} di L?(a,b), kita

tertarik untuk mempelajari deret

Zfsbn

untuk setiap f € L?(a,b). Lemma berikut memberitahu kita bahwa deret ini merupakan
deret yang konvergen.

Lemma C. Jika f € L*(a,b) dan {¢,, : n € N} ortonormal di L*(a,b), maka deret
S0 {f, ) konvergen dalam norma dan HZZO:1<f, qbn}qan <|IfIl-

Bukti. Menurut Ketaksamaan Bessel, Y 07 | |(f, ¢,)|* konvergen. Karena itu, menurut

Hukum Pythagoras,

| _i (s 6n)6n]| = fj (F, 6u)

bila M, N — co. Jadi jumlah parsial dari > ([, ¢n)¢, membentuk barisan Cauchy
di L?(a,b). Karena L?(a,b) lengkap, deret ini konvergen dalam norma. Selanjutnya,

karena || - || kontinu, kita peroleh

= lim HZ f.on)on

|-t 0n0| = — lim Z| 1002 = D1 6u) P < £
n=1 n=1

Selanjutnya tinggal mengambil akar kuadrat dari kedua ruas. [QED]
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7.3 Basis ortonormal di L?(a,b)

Setelah mengetahui bahwa ">~ | (f, ¢n)¢, konvergen asalkan {¢,, : n € N} orto-
normal di L?(a, b), sekarang kita ingin mengetahui dalam kondisi apakah ia konvergen ke
f. Di ruang hasilkali dalam berdimensi terhingga, misalnya ruang polinom berorde N,
kita tinggal menghitung banyaknya fungsi ¢,, — bila banyaknya sama dengan dimensi
ruang hasilkali dalam tersebut, yaitu N + 1, maka jumlah deret di atas akan sama
dengan f. Di ruang berdimensi tak terhingga, seperti halnya L?(a, b), banyaknya fungsi
¢n tentunya harus sama dengan tak terhingga. Tetapi apakah banyaknya fungsi tersebut

‘sudah pas’? Teorema berikut memberikan kriteria yang ‘pas’ itu seperti apa.

Teorema D. Misal {¢, : n € N} adalah suatu himpunan ortonormal di L*(a,b).
Ketiga pernyataan berikut ekuivalen:

(a) Jika (f, ¢n) = 0 untuk setiap n € N, maka f = 0.

(b) Untuk setiap f € L*(a,b) berlaku f = >>"  (f, ¢n)dn (dalam norma).

(c) Untuk setiap f € L?(a,b) berlaku || f||* =Yo7, |{f, én)|* (Kesamaan Parseval).

Bukti. Akan dibuktikan (a) = (b) = (c) = (a). Pertama, misal (a) berlaku. Telah
dibuktikan pada lemma sebelumnya bahwa Y~ (f, ¢,)¢, konvergen dalam norma.
Untuk menunjukkan bahwa jumlahnya adalah f, kita tinjau g := f — > 07 (f, ¢n)dn.
Perhatikan bahwa

<g7¢m - fv(:bm Zf7¢’n ¢n;¢m>_0

untuk tiap m € N. Menurut hipotesis, kita peroleh g = 0. Jadi f = > " (f, ¢n)dn.
Sekarang, misalkan (b) berlaku. Menurut Hukum Pythagoras dan fakta bahwa || - ||

merupakan pemetaan yang kontinu,

N 9 N 00
2 _ 1 _ 2 _ 2
112 = ngnooH;m bn)n| = Jim DI 6n)l* = 3 1F el
Akhirnya, misalkan (c) berlaku, dan (f, ¢,,) = 0 untuk tiap n € N. Maka, ||f| =0,
dan karena itu f = 0. [QED]

Selanjutnya, himpunan ortonormal {¢, : n € N} yang memenuhi (a), atau

(b), atau (c), pada teorema di atas, disebut himpunan ortonormal lengkap atau ba-
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sis ortonormal untuk L?(a,b). Bila persyaratan ortonormal diganti dengan ortogonal,

maka kita peroleh basis ortogonal untuk L?(a,b).

7.4 Soal Latihan

1. Buktikan bahwa | - | merupakan pemetaan yang kontinu, yakni jika f,, — f dalam
norma, maka ||f,|| — ||f]| (bila n — c0).

2. Buktikan bahwa (-, -) merupakan pemetaan yang kontinu terhadap masing-masing
komponen, khususnya jika f,, — f dalam norma, maka (f,, g) — (f, g) untuk setiap
g € L?(a,b).

3. Misalkan {¢,, : n € N} basis ortonormal untuk L?(a,b). Buktikan bahwa untuk

setiap f,g € L*(a,b) berlaku (f,g) = > 0" {f, dn){g, Pn)-.

4. Hitung jumlah deret berikut dengan menerapkan Kesamaan Parseval untuk fungsi
f tertentu:
(a) 3oosq %
(b) 2 e
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8. Deret Fourier yang Diperumum
dan Hampiran Terbaik di L?(a,b)

Pada Bab 6 kita telah melihat bahwa deret Fourier klasik dari f dapat dinyatakan

o0

sebagai n;@(f, On)bn(x), dengan ¢, (z) = \/#276””3, n € Z. Ini terjadi antara lain
karena {¢, : n € Z} merupakan himpunan ortonormal. Di L?(—n, ), kekonvergenan
deret di atas dalam norma merupakan konsekuensi dari kelengkapan {¢, : n € Z}.
(Catat bahwa Z dan N merupakan dua himpunan yang setara — terdapat korespondensi

1-1 di antara keduanya.)

8.1 Deret Fourier yang diperumum

Jika {¢,, : n € N} adalah basis ortonormal untuk L?(a,b) dan f € L?(a,b), maka
(f, on) disebut koefisien Fourier yang diperumum dari f terhadap {¢, : n € N}, dan
ioj (f, on)on disebut deret Fourier yang diperumum dari f terhadap {¢, : n € N}.
" Pertanyaan kita adalah: apakah himpunan ortonormal pada pembahasan deret

Fourier klasik merupakan basis ortonormal, yakni apakah f = > > (f, ¢n)$, untuk

setiap f € L?(—m,7)? Ingat bahwa kita baru membuktikan ini untuk fungsi di PS(a,b).

Teorema A. (a) Himpunan {e™® : n € Z} dan {cosnx : n € NU{0}}U{sinnz : n €
N} merupakan basis ortogonal untuk L?(—m, ).

(b) Himpunan {cosnz : n € NU{0}} dan {sinnz : n € N} merupakan basis ortogonal
untuk L?(0, 7).

Bukti. Akan dibuktikan (a) bagian pertama saja, yang berkenaan dengan himpunan
{e"* . n € Z}. Bagian lainnya dapat dibuktikan secara serupa.

Misalkan f € L?(—m,7) dan € > 0. Berdasarkan Teorema A pada §7.2 (tentang

topologi ruang L?(a, b)), terdapat fungsi f yang kontinu dan mulus bagian demi bagian

pada [—, ] sedemikian sehingga ||f — f|| < €. Misalkan ¢, = 5=(f,%,) dan &, =
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%(f, ¥r), dengan ¥, (x) = e, n € Z, adalah koefisien Fourier dari f dan f, berturut-

oo

e — oo Cn¥n konvergen

turut. Menurut teorema kekonvergenan seragam deret Fourier, >

seragam ke f . Akibatnya, jika N cukup besar, maka

N
|73 awn

n=—

<6
3.

Selanjutnya, menurut Teorema Pythagoras dan Ketaksamaan Bessel,

N N 9 N ) s
| Y @ Y et = X wmla—al<If- AP < (5)"
n=—N n=—N n=—N
Jadi, jika kita tulis
N . . N N N
f_ Z Cn¢n:(f_f)+<f_ Z Erﬂ/’n)"‘( Z En¢n_ Z Cn¢n)7
n=—N n=—N n=—N n=—N
dan gunakan Ketaksamaan Segitiga, maka kita peroleh
N € € €
— < 44—
Hf 2 cwlaf|Sgtgtg=e
n=—N
Jadi f = A}im Zg:_ N Cnn = Dol ¢, dalam norma, dan ini membuktikan
—00

bahwa himpunan fungsi {t, : n € Z} merupakan basis ortonormal untuk L?(—m,).

[QED]

Sebagai rangkuman, sejauh ini kita telah membahas: jika f periodik, maka deret
Fourier dari f akan konvergen ke f
(i) secara seragam, mutlak, dan dalam norma, untuk f yang kontinu dan mulus bagian
demi bagian pada [a, b);
(ii) secara titik demi titik, untuk f yang mulus bagian demi bagian pada [a, b];
(iii) dalam norma, untuk f € L?(a,b).
Eksistensi basis ortonormal di L?(a,b) memberi tahu kita bahwa L?(a,b) meru-

pakan ruang Hilbert yang terpisahkan.
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8.2 Hampiran terbaik di L?(a,b)

Teorema berikut menyatakan bahwa deret dengan koefisien Fourier untuk f (ter-
hadap suatu himpunan ortonormal di L?(a,b)) merupakan hampiran terbaik untuk f

di antara semua uraian deret yang mungkin (terhadap himpunan ortonormal tersebut).

Teorema B. Misalkan {¢,, : n € I} adalah suatu himpunan fungsi ortonormal, yang

terhingga atau terbilang banyaknya, di L?(a,b). Maka

£ = fbn)onll < |1F =D cntinl|

untuk sembarang pilihan {c, : n € I} dengan Y ;|c,|?> < co. Lebih jauh, kesamaan

dipenuhi jika dan hanya jika c¢,, = (f, ¢,,) untuk setiap indeks n € I.

Bukti. Kita tulis

f - ch¢n = (f - Z<f7 ¢n>¢n> + Z[(f? ¢n> - Cn} gbn:

dengan notasi ), = ) ;. Perhatikan bahwa g := f—> (f, ¢n)¢n L ¢ atau (g, o) =0,
untuk setiap m. Jadi, g L [( fyon) — cn} ®n, sehingga menurut Teorema Pythagoras,

1F =" cntnll” = [1F = Do (F0n0nll” + I 1F 0n) = cal? = [1F = D (F, dudnl|”

dan kesamaan dipenuhi jika dan hanya ¢, = (f, ¢,,) untuk setiap n € I. [QED]

Contoh 1. Misalkan kita ingin menentukan hampiran terbaik untuk f(z) := sinz di

antara semua kombinasi linear ¢; + co cosz di L?(0, 7). Dalam hal ini, kita mencatat

bahwa {\/%?, \/L% cos ¥} merupakan himpunan ortonormal di L?(0, 7). Sekarang kita hi-
tung
1 1 T 2
fH—)= —/ sinzdr = —,
S =T v
dan

<f;%cosx> = %/Oﬂsinx coszdr = 0.

Jadi hampiran terbaik yang dicari adalah sinz ~ \%% = % Tentu saja ini merupakan
hampiran yang masih kasar, karena kita hanya menggunakan {1,cosz} sebagai ruang

hampirannya.
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8.3 Masalah Sturm-Liouville reguler

Himpunan fungsi ortogonal {cosnz : n € N U {0}} dan {sinnzx : n € N} di

L?(0,7) diperoleh dari masalah nilai batas
u” () + Nu(z) =0, u/'(0)=u'(n)=0

dan

u” () + Nu(z) =0, u(0) =u(r) =0.

Demikian juga himpunan fungsi ortogonal {¢=*% : n € Z} di L?(—m, 7) dapat diperoleh

dari masalah nilai batas
u”(z) + Nu(z) =0, u(—7) =u(n), v (—7) = (7).

Pada bagian ini kita akan melihat bahwa ada (banyak) masalah nilai batas yang beru-
jung pada himpunan fungsi ortogonal di L?(a,b).
Secara khusus, kita akan membahas masalah Sturm-Liouville reguler, yang berben-

tuk
(rf") +pf 4+ wf =0,

dengan syarat batas By(f) = 0 dan By(f) = 0. Di sini r,r’ dan p bernilai real dan
kontinu pada [a, b], » > 0 pada [a, b], dan w > 0 dan kontinu pada [a, b]. Sementara itu,
Bi(f) =0 dan By(f) = 0 merupakan syarat batas yang self-adjoint terhadap operator
f = (rf")Y +pf (lihat Folland, hal. 88). Lebih khusus lagi, kita akan meninjau masalah
Sturm-Liouville berikut pada [0, L]:

"M =0, f(0)=af(0), f(L)=Bf(L) (1)

Di sini A merupakan nilai eigen dari operator —T', dengan T'f := f”. Dapat ditunjukkan

bahwa nilai eigen dari masalah ini senantiasa bernilai real (lihat Folland, hal. 89).
Perhatikan jika A = 0, maka f” = 0 memberikan f(x) = ¢; + cox, dan dari syarat

batas kita peroleh co = ac; dan co = [(c; + coL). Akibatnya ¢; = ¢ = 0 atau

B = 175 Tentu saja kita tidak menghendaki solusi trivial f = 0, karena itu kita

«
1+al

penuhi 5 = dan ambil ¢; =1, ¢ = a.
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Selanjutnya, kita asumsikan \ # 0, katakan A\ = v? dengan v > 0 atau v = ui

dengan p > 0 (tergantung apakah A > 0 atau A < 0). Solusi umum dari (1) adalah
f(x) = c1cosvr + ey sinve.

Karena f(0) = ¢; dan f/(0) = vco, syarat batas di 0 memberikan vey = aey. Dalam hal

ini, ambil ¢; = v dan ¢, = «, sehingga
f(x) =vcosver + asinvz. (2)
Sekarang syarat batas di L akan memberikan

—v?sinvL + avcosvL = B(vcosvL + asinvL)

atau
(a — B)vcosvL = (af + v*)sinvL
atau
(a =P
tanvL = W (3@)
Jika v = pi, maka (mengingat tan iz = i tanh x) persamaan (3a) menjadi
(o —B)u

Dalam kedua kasus, kita hanya perlu meninjau nilai v dan p positif karena nilai eigen
dari operator —T adalah v? atau —p2.

Jika ¥ memenuhi (3a), maka fungsi f yang memenuhi (2) merupakan fungsi eigen
untuk masalah (1). Secara umum, f tidak normal, namun kita dapat menormalisasi f
bila dikehendaki.

Untuk memberikan gambaran fungsi eigen seperti apa yang diperoleh, tinjau kasus

a=1, =-1, L =m. Dalam hal ini, persamaan (3a) menjadi
2v
tanvm = ﬁ7 (30)

sementara persamaan (3b) menjadi

tanh pmr = — .
anh pm 21
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Ada banyak solusi persamaan (3c): 0 < v; < v < v3 < --- dengan v, =~ n — 1 untuk
n besar, namun tidak ada satupun solusi positif persamaan (3d). Jadi, terdapat tak
terhingga banyak nilai eigen \,, = v2 untuk (1), dengan \,, =~ (n — 1)? untuk n besar.

Fungsi eigen yang berpadanan dengan \,, adalah
fn(x) := vy cosvp + sinv,a.

Dapat diperiksa bahwa himpunan fungsi eigen ini membentuk himpunan ortogonal di
L2(0,7) yang dilengkapi dengan hasilkali dalam (f, g)., := [; f(2)g(z)w(z) dz. Namun
dalam contoh yang kita bahas di sini w = 1, sehingga L2 (0, 7) = L?(0, 7).

8.4 Soal Latihan

1. Diketahui f(z) := z, = € [0,7]. Tentukan hampiran terbaik (dalam norma) untuk
f di L?(0, ), di antara fungsi-fungsi yang berbentuk
(a) ag + a1 cosz + ag cos 2z.
(b) by sinz + by sin 2z.
(c) acosz + bsinz.

2. Buktikan bahwa himpunan fungsi eigen {f, : n € N} pada §8.3 merupakan him-
punan ortogonal di L?(0, 7). Hitung || f,,|| untuk tiap n € N.
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9. Polinom Legendre, Basis Haar, dan Basis Walsh

Beberapa basis ortogonal untuk L?(a, b) merupakan himpunan polinom. Selain itu,

terdapat pula basis ortogonal lainnya yang menarik.

9.1 Himpunan Polinom Ortogonal

Misalkan (a,b) suatu interval terbuka di R dan w(z) fungsi bernilai positif pada
(a,b) sehingga f; x"w(z) dr konvergen mutlak untuk n = 0,1,2,.... Maka, terdapat

tepat satu barisan polinom (p,,)5 , yang berbentuk

po(z) =1

pi(z) == x + ag

pa(x) := 2% 4 by + by

p3(z) := 23 4 cpx® + c12 + co

yang saling ortogonal terhadap bobot w pada (a,b), yakni

b
(Di>Pj)w :=/ pi(x)pj(z)w(x)dx =0, i#j.
Dalam hal ini, konstanta ao dapat diperoleh dari (p1,po)w = 0, yaitu

B f; rw(z) dz

0= f(f w(x) dx '

Selanjutnya, konstanta by dan by dapat diperoleh dari (p2,po)w = 0 dan (p2, p1)w = 0.
Bila diteruskan, maka pada langkah ke-n, terdapat n persamaan dan n konstanta yang
hendak dicari nilainya.

Secara umum, kita mempunyai lemma berikut tentang polinom sembarang.
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Lemma A. Misalkan (p,)%, barisan polinom dengan p, berderajat n untuk tiap
n=0,1,2,.... Maka, setiap polinom berderajat k (k = 0,1, 2, ...) merupakan kombinasi

linear dari po, p1, ..., Pk-

Sebagai akibat dari Lemma A, barisan atau himpunan polinom yang dibahas di
atas merentang ruang polinom pada (a,b). Kekhususan himpunan polinom tersebut
adalah keortogonalannya terhadap hasilkali dalam (-,-),,. Pada subbab selanjutnya,

kita akan berkenalan dengan himpunan polinom yang mempunyai kekhususan berbeda.

9.2 Polinom Legendre

Himpunan polinom yang akan dipelajari berikut ini merupakan himpunan fungsi
eigen dari suatu Masalah Sturm-Liouville singular, namun kita tidak akan membahasnya
melalui masalah nilai batas seperti pada bab sebelumnya, melainkan melalui Rumus

Rodrigues
C, d

w(z) dx™

[w(z)Q(z)"]

pn(T) =

dengan C,, konstanta normalisasi, w(x) fungsi bobot (sehingga p; L p; terhadap w),
dan Q(z) adalah suatu polinom tertentu. Dari rumus ini, kita dapat membuktikan
keortogonalan di antara p; dan p; untuk 7 # j terhadap w, menurunkan persamaan
diferensial yang dipenuhi oleh p,,, dan menentukan konstanta normalisasinya.

Untuk n =0,1,2,..., polinom Legendre didefinisikan sebagai

1 dr n
P,(x) := 2%!%“2 - zel[-1,1].

Di sini, w(z) = 1. Mengingat bahwa (22 — 1)" adalah polinom berderajat 2n, maka
P,, merupakan polinom berderajat n. Untuk beberapa nilai n pertama, kita dapatkan

rumus untuk P,,:

Po(a) = 1
Pi(a) = a

Po(z) = %(3:1:2 )
Py(z) = 7 (52° — 32)
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Secara umum,
~(2n)!
~ 2n(nl)2

Catat bahwa untuk n genap P, merupakan fungsi genap, dan untuk n ganjil P,, meru-

P, (x) ™+

pakan fungsi ganjil.

Teorema B. Himpunan polinom Legendre {P, : n =0,1,2,...} ortogonal di L?>(—1,1)

dengan

2
P,|* = : € N.
|| n” o+ 1 n

Bukti. Jika f adalah fungsi C™) pada [—1,1], maka (dengan pengintegralan parsial
sebanyak n kali)

1 n 1
2"n!(f, P,) = /_1 f(:z:)d—(av2 —1)"dx = (-1)" /_1 FM(2)(2? = 1)"de.

dzx™
Akibatnya, untuk m < n, kita peroleh (P,,, P,,) = 0. Dengan menukar peran m dan n,
jika juga peroleh (P, P,,) = 0 untuk m > n.
Selanjutnya, dengan mengambil f = P,, kita dapatkan

on)! 1 2
Pn 2 — (—/ 1 — 2 nd —
1P| SEmE _1( 2w = o7

sesuai dengan yang diharapkan. [QED]

Kedua teorema di bawah ini dinyatakan tanpa bukti. Bila anda tertarik untuk
mempelajari buktinya, lihat buku G.B. Folland ” Fourier Analysis and Its Applications”.
(Sebagai catatan, bukti Teorema D menggunakan Teorema Aproksimasi Weierstrass

yang akan dibahas pada Bab 11.)

Teorema C. Polinom P,,, n=0,1,2,..., memenuhi persamaan diferensial

(1 —2?)P ()] +n(n+1)P,(x) = 0.
Teorema D. Himpunan {P, : n = 0,1,2,...} merupakan basis ortogonal untuk
L?(—1,1).

Catatan. Menggunakan Teorema D, dapat dibuktikan bahwa {P5, : n = 0,1,2,...}
dan {Ps,11 : n=0,1,2,...} merupakan basis ortogonal di L?(0,1).
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9.3 Basis Haar dan Basis Walsh

Selain himpunan polinom, terdapat basis ortonormal lainnya untuk L?(0,1) yang
menarik, khususnya basis Haar dan basis Walsh.
Basis Haar adalah himpunan fungsi H := {ho}U{hj; : j > 0,0 < k < 27}, dengan

1, jikaO<ax<1,
ho(@) := {0, jika x lainnya;

dan
21/2 jika 279k <z <27 (k+1/2),
hjp(x) == —29/2) jika 279 (k+1/2) <z <277 (k + 1),
0, jika x lainnya.

Catat bahwa fungsi hgg berbeda dari fungsi hg.

ho h00 h10 hil

< 2 3 |
h20 n21 - hi3
2 2
n 2 )
1 1 1 y 1
0 0
T y B 7
X
i | -1 -1 -1
=3 =3 -7 -2

Gambar 9.3a: Beberapa Fungsi Haar
Teorema E. Himpunan fungsi H ortonormal dan lengkap di L?(0,1).

Selanjutnya, definisikan fungsi Rademacher r; sebagai ‘fungsi tangga sinusoidal’
berperiode 271, i = 0,1,2,...; yakni r;(z) := (—1)%(®) dengan d;(z) adalah dijit ke-i

dari representasi biner z := [0.d1ds .. .]2. (Di sini z € [0, 1].)



Untuk n =0,1,2,..., fungsi Walsh w,, didefinisikan sebagai berikut:

)

rl

-1 —
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3

- =

Gambar 9.3b: Beberapa Fungsi Rademacher

dan untuk n =1,2,3, ...

wy () :

wo(x) :

Tl(IL‘)bl

ro(z)

Tk (:L')b’c

67

dengan n = [bg ---b1]o menyatakan representasi biner dari n. Jadi, sebagai contoh,

wy(x) = ri(x), wa(z) =ro(z), ws(z) =ri(z)ra(z), dan seterusnya.

wi

wl

wbh

-1

-1 =

w3

w7

-1

Gambar 9.3c: Beberapa Fungsi Walsh

Teorema F. Himpunan fungsi Walsh W := {w,,

ortonormal untuk L*(0,1).

:n =0,1,2,...} merupakan basis
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Keortonormalan himpunan fungsi Haar dan himpunan fungsi Walsh dapat diperik-
sa dengan relatif mudah, namun untuk membuktikan kelengkapannya perlu pengamatan
yang lebih mendalam mengenai sifat-sifat kedua himpunan ini. Sebagai contoh, him-
punan bagian yang terdiri dari 2¢ pertama fungsi Haar (atau fungsi Walsh) merentang

subruang fungsi tangga dengan ‘lebar tangga’ 27°.

9.4 Soal Latihan

1. Tentukan ag, by dan by sedemikian sehingga po(x) := 1, p1(x) := x + ap, dan
pa(z) := 2% + byx + by saling ortogonal terhadap hasilkali dalam

(pis ;) 12/0 pi(2)pj(z) x dx.

Nyatakan p(z) := 2%+ 2z + 3 sebagai kombinasi linear dari po(z), p1(z), dan pa(z).

2. Buktikan bahwa himpunan polinom Legendre { Py, : n =0,1,2,...} dan { P41 :
n =0,1,2,...} merupakan basis ortogonal untuk L?(0,1).

3. Buktikan bahwa himpunan fungsi Haar ortonormal.

4. Buktikan bahwa himpunan fungsi Walsh ortonormal.

5. Buktikan bahwa himpunan {hg, hoo, h10, h11} merentang subruang fungsi tangga
dengan lebar tangga i.

6. Buktikan bahwa himpunan {wg, w;, w2, w3} merentang subruang fungsi tangga de-

ngan lebar tangga i.
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10. Transformasi Fourier

Dalam beberapa bab ke depan, kita akan membahas transformasi Fourier serta
sifat-sifat dan aplikasinya. Seperti halnya pada pembahasan deret Fourier, sebagian be-
sar materi pembahasan transformasi Fourier di sini diambil dari buku “Fourier Analysis

and Its Applications” karangan G.B. Folland (Wadsworth, 1992).

10.1 Motivasi

Pada Bab 4, kita telah membahas deret Fourier pada interval [—L, L] sembarang,
yakni

o0

f(x) _ Z Cneinmt/L’ |.'L‘| < L,

n=—oo

dengan
1t :
Cn = o7 /L fx)e ™/ Edy neN.

Dalam hal ini, ¢,, menyimpan informasi tentang f dengan frekuensi |%} Semakin besar
nilai L, semakin kerap domain frekuensinya.
Bagaimana bila . — oo? Dengan sedikit modifikasi, kita dapat menuliskan ulang

rumus di atas sebagai

1 & .
_ = inmx /L
fl@) =5 > care ;

n=—oo

dengan .
Cn, L = / f(z)e /Ly,
-L

Selanjutnya misalkan A{ := 7 dan &, := nAf = “F. Maka

oo

Z Cn. e " TAE,

n=—oo

1
Y

f(z)

dengan

L
cnyL:/ f(:z:)e_ignwd:v.
L
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Jika f(x) — 0 cukup cepat untuk |z| — oo, maka ¢, tidak akan berbeda banyak

apabila daerah pengintegralannya diperluas dari [—L, L] ke (—o0, 00), yakni

Cn,IL R /OO f(z)e %n®dy = f(fn), n € N.

Dalam hal ini,

Ini mirip dengan jumlah Riemann dari f pada (—00, 00).
Jika L — oo, maka A¢ — 0 dan &, semakin memadati R, sehingga ~ dapat

digantikan dengan = dan rumus di atas menjadi

f@) =g [ FOea, acr (1)

dengan
ﬂ@=[_ﬂmf@m,geR 2)

Kalkulasi ini tentu saja masih merupakan kalkulasi kasar, namun untuk f tertentu
kalkulasi ini berlaku. Rumus (2) disebut transformasi Fourier dari f, dan rumus (1)
merupakan rumus inversi Fourier, yang merupakan cara untuk memperoleh f kembali

dari f— yang akan kita buktikan kelak secara cermat.

10.2 Ruang L'(R) dan L?(R)

Untuk merapikan definisi transformasi Fourier dan mempelajari sifat-sifatnya, kita
perlu beberapa asumsi, istilah dan notasi. Pertama, fungsi yang akan kita bahas se-
lanjutnya adalah fungsi yang terdefinisi pada R. Seperti ketika kita mendefinisikan
deret Fourier, kita asumsikan bahwa f terintegralkan (mutlak) pada R. Untuk itu, kita

definisikan ruang L' = L'(R) sebagai ruang semua fungsi f yang terintegralkan mutlak

L= {f : /OO |f(sc)|da:<oo}.

— 00

pada R, yakni

Ruang L' dilengkapi dengan norma || - |; yang rumusnya adalah

1l = /OO |f ()| da.

— 00
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Sebagai perluasan dari L?(a, b), kita juga mendefinisikan ruang L? = L?(R) sebagai

ruang semua fungsi f yang kuadratnya terintegralkan, yakni

L% .= {f : /_OO yf(x)y2dx<oo}.

Ruang L? dilengkapi dengan norma || - || yang rumusnya adalah
o0 5, 11/2
Ifle=[ [ If@Pa]
Catat bahwa tidak ada hubungan ‘urutan’ di antara L' dan L2. Sebagai contoh,
tinjau
flz) = z72/3 jika 0 < z < 1,
0, jika x lainnya
dan
g(@) = z72/3, jika x> 1,
0, jika x lainnya.

Maka f € L! tetapi f ¢ L?, sementara g € L? tetapi g ¢ L.
Walaupun demikian, ada dua fakta yang kelak berguna bagi kita mengenai kedua
ruang ini, yaitu:

(1) Jika f € L' dan f terbatas pada R, maka f € L2. Persisnya
|f|<M:|f|2<M|f|=>/ |dl‘<M/ x)| dz < oco.

(2) Jika f € L? dan f bernilai 0 di luar suatu interval [a,b], maka f € L. Persisnya

/_Z|f(:c)!d:r:/ab1 |f(x)|dz < (b 1/2/|f ,dx 2<OO‘

Catatan. Ruang L' dan L? merupakan kasus khusus dari ruang Lebesgue L? = LP(R),
1 < p < oo yang beranggotakan semua fungsi f sedemikian sehingga f |f(x)[Pdz <

1/p
oo. Untuk 1 < p < oo, norma pada ruang LP adalah ||f|, := [f_oo |f(m)|pdac] .

Untuk p = oo, norma integral digantikan dengan norma supremum esensial: || fllco :=

esssup {|f(x)| : = € R}.
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10.3 Transformasi Fourier
Misalkan f € L', yakni || flly = [~._|f(%)|dz < oo. Transformasi Fourier dari f,

yang kita tuliskan sebagai f, didefinisikan oleh

() 12/_ f(z)e "*dr, ¢€R.

Seperti halnya dalam pembahasan deret Fourier, pertanyaan kita adalah bagaimana
kita dapat memperoleh f kembali dari f Kesamaan (1) menyarankan kita untuk men-
definisikan invers transformasi Fourier dari g, yang dituliskan sebagai g, sebagai

1 [ -
iw)i= o [ sl)eide, ser
2m J_
Teorema inversi Fourier, yang akan kita bahas nanti, menyatakan bahwa
(f)(z) = f(z), hdm.
asalkan f dan fterintegralkan.

Sebelum sampai ke sana, kita pelajari dahulu sifat-sifat dasar transformasi Fourier.
Teorema A. Jika f € L', maka f terbatas pada R.

Bukti. Perhatikan bahwa untuk setiap £ € R berlaku

fel< [ e i@l = [ 15@lde= |l

Jadi f terbatas pada R, dengan H]?HOO :=esssup{|f(x)| : z € R} <||f|l1. [QED]
Teorema B. Jika f € L, maka f kontinu pada R.

Bukti. Untuk setiap £ dan h € R,

flesm-f = [ e e - s,

— 00

sehingga

oo

f(E+h)— f(&)] < / le=the 1| |f(z)| de.

— 00

Integran di ruas kanan didominasi oleh 2|f(z)| dan menuju 0 apabila h — 0. Jadi,
menurut Teorema Kekonvergenan Terdominasi Lebesgue, ruas kanan mestilah menuju

0 apabila h — 0, dan akibatnya ruas kiri juga menuju 0 apabila h — 0. [QED]
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Teorema C (Riemann-Lebesgue). Jika f € L', maka lim f (f)

|€]—o0

Bukti. Perhatikan bahwa —f(¢) = 2 f@)e 0 dr = [ f(z — T)e v dy.

Karena itu
270 = 7O - Ry = [ (1)~ f(a = F))e s,
sehingga _
AfO1< [ |- o= )|

Karena f € L', maka (menggunakan kekontinuan dalam norma di L!) ruas kanan akan
menuju 0 apabila [{] — co. Dengan demikian ruas kiri pun mestilah menuju 0 apabila

€] = oo. [QED]

Akibat D. Transformasi Fourier F memetakan fungsi f di L' ke fungsi Ff = ]? di
Co(R).

Catatan. Cy(R) adalah ruang fungsi kontinu dan terbatas pada R dengan limit nol di
+00. Notasi F f akan kita gunakan secara bergantian dengan notasi ]?untuk menyata-

kan transformasi Fourier dari f.

Berkenaan dengan translasi dan dilasi, transformasi Fourier mempunyai sifat seba-

gai berikut.

Teorema E. Misalkan f € L' dan a € R.
(i) Jika g(z) := f(x — ), maka §(&) = e~ "¢ F(€);

~

(ii) Jika g(z) := e"® f(z), maka g(&) = f(£ — a).

Selanjutnya, misalkan 6 > 0.

-~

<m>ﬁmy<>—5lfmm>mwama F(0¢);
(iv) Jika g(x) := f(0x), maka (&) = 6~ f(£/9).

Berkenaan dengan operasi turunan dan perkalian dengan peubah bebasnya, trans-

formasi Fourier mempunyai sifat sebagai berikut.

Teorema F. Misalkan f € L'. Jika f kontinu dan mulus bagian demi bagian pada R,
dan f' € L', maka

(f')&) = isf(£)-
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-~

Sebaliknya, jika g(x) := x f(x) terintegralkan mutlak pada R, maka g(&) = i(f)'(&).
Berikut ini adalah beberapa contoh transformasi Fourier dari fungsi-fungsi tertentu.
Contoh 1. Jika f = x[_q4,q (a > 0), maka f(f) = Q_Singaf'

Contoh 2. Jika f(x) = (a > 0), maka f(£) = Te—alél,

1
r2+4a?

-~ 2

Contoh 3. Jika f(z) = e—ae” (a > 0), maka f(&) = %e*i—a_

Contoh 1 dapat dihitung langsung, sementara Contoh 2 memerlukan teorema residu
(untuk suatu integral fungsi kompleks yang berpadanan). Untuk Contoh 3, perhatikan
bahwa f memenuhi persamaan diferensial f/(z) + 2axf(x) = 0. Kenakan transformasi
Fourier pada persamaan ini, kita peroleh persamaan diferensial yang dipenuhi oleh ]/”\,

dan akhirnya kita peroleh rumus untuk f

10.4 Soal Latihan

1. Buktikan Teorema E.

2. Buktikan Teorema F.

3. Buktikan bahwa (f(™)(¢) = (i€)" f(£), untuk setiap n € N.
4

. Buktikan tiga contoh transformasi Fourier di atas.
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11. Konvolusi

Operasi konvolusi yang akan kita bahas di sini sebetulnya pernah kita jumpai
pada pembahasan deret Fourier (ketika membuktikan kekonvergenan jumlah parsial-
nya). Operasi konvolusi merupakan pengganti operasi perkalian yang ‘berjodoh’ dengan

transformasi Fourier (seperti halnya operasi komposisi berjodoh dengan turunan).

11.1 Konvolusi dan sifat-sifat dasarnya

Misalkan f dan g fungsi yang terdefinisi pada R. Konvolusi dari f dan g adalah
fungsi f % g yang didefinisikan sebagai

Fro= [ T f@-pyl)dy, zeR,

asalkan integral ini konvergen.
Perhatikan jika f € L' dan g terbatas, misalkan |g(x)| < M hampir di mana-mana,

maka

[ 16— voiay < [ i -l < oo

— o0
Hal serupa terjadi jika f terbatas dan g € L'. Selanjutnya, kita amati pula jika f, g €
L?, maka

| se-vewlans[[ " ira-yra) [

— 00 — 00 — 00

[e.e]

1/2
9w)Pdy] = Ifll2llgllz < oe.

Jadi konvolusi dari f dan g terdefinisi dengan baik setidaknya untuk beberapa kasus di

atas. Lebih jauh, kita mempunyai teorema berikut.

Teorema A. Jika f,g € L', maka fungsi y — f(x — y)g(y) ada di L' untuk hampir
setiapx € R, f*xg € L', dan

1 * glle < 1flullglls-
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Bukti. Fungsi (z,y) — f(z — y)g(y) merupakan fungsi terukur pada R2. Selanjutnya,

| te-vewldaay= [ ol [ 15—l = 17lgls < o

— 00 — 00

Jadi, hipotesis Teorema Fubini dipenuhi, dan karena itu fungsi y — f(z — y)g(y) ada
di L' untuk hampir setiap z € R, f x g € L', dan

1f*gllh= /_O;‘/_o; flz —y)g(y)dy|dx
<[ [ it newldedy

= [Ifll1llgllx < oo,

sebagaimana yang diharapkan. [QED]

Teorema B (Sifat-sifat konvolusi). Misalkan f,g,h € L' dan a,b € R. Maka
(i) a(f *g) = (af x g) = f = (ag);

(ii) f* (ag + bh) = a(f * g) + b(f * h);

(ili) fxg=g* f;

(iv) fx(gxh)=(f*g)=h.

Bukti. Latihan.

Teorema C. Misalkan f mempunyai turunan dan konvolusi f % g dan f’ * g terdefinisi

dengan baik. Maka f * g mempunyai turunan dan (f x g)' = f' * g.
Bukti. Latihan.

Walaupun operasi konvolusi itu komutatif, kita dapat memandang salah satu fungsi,
sebutlah ¢, sebagai konvolutor dalam f % g. Diberikan fungsi f, kira-kira apa yang di-
lakukan oleh konvolutor g terhadap f? Sebagai gambaran, perhatikan contoh berikut.

Misalkan a > 0 dan

' 0, jika z lainnya.

Maka,
a x+a
fro@ =5 [ Se-wdy=5 [ rw

—a 20/ r—a
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Di sini f % g(x) dapat diinterpretasikan sebagai proses perataan di sekitar x. Tetapi
berjalan; sehingga f x g dapat dipandang sebagai proses ‘perataan berjalan’ terhadap
f. Secara umum, hasilnya adalah suatu fungsi yang lebih mulus daripada f semula.

11.2 Identitas hampiran

Operasi konvolusi tidak mempunyai unsur identitas. Andaikan ada unsur identitas,
misalnya e, maka f * e = f untuk setiap f € L!. Ini mustahil, karena kita mempunyai

teorema berikut.
Teorema D. Misalkan f,g € L'. Maka, (f x g)” = fﬁ

Bukti. Berdasarkan definisi, Teorema Fubini, dan substitusi peubah z = x — y, kita

peroleh

(fxg) (&) = /_Oo /_OO flz —y)g(y)e ““dydx

= /Oo /OO fla —y)e Y g(y)e "V dr dy
— /_Oo /_oo f(z)e™"2dz g(y)e™"Vdy
= f(©)g(¢)

Dengan demikian teorema terbukti. [QED]
Akibat E. Tidak terdapat fungsi e € L' yang memenuhi f *xe = f untuk setiap f € L'.

Bukti. Andaikan ada fungsi e € L' sedemikian sehingga f * e = f untuk setiap f € L*,
maka e(§) = 1 untuk setiap & € R. Ini bertentangan dengan Teorema Riemann-

Lebesgue yang mengharuskan e(§) — 0 untuk |[£| — co. [QED]

Walau tidak ada unsur identitas terhadap operasi konvolusi, terdapat identitas
hampiran — yang akan didefinisikan di bawah ini.

Misalkan ¢ € L'. Untuk setiap € > 0, definisikan

Perhatikan bahwa

[ e [0 - [~
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Lebih jauh, untuk a < 0 < b sembarang, kita mempunyai
b b/e
[ owar=[ owa
yang menghampiri [ ¢(y) dy apabila € ~ 0.
Teorema F. Misal ¢ € L' sedemikian sehingga ffooo o(y)dy=1, a:= f_ooo ¢(y) dy dan
B = fooo ¢(y) dy (sehingga a+ = 1). Misalkan f kontinu bagian demi bagian pada R,

dan misalkan f terbatas atau ¢ bernilai nol di luar suatu interval terhingga — sehingga

f * ¢ terdefinisi dengan baik. Definisikan ¢. untuk € > 0, seperti pada (1). Maka

lim f * 6(2) = of (+) + Bf(z-), x€R.

Khususnya, jika f kontinu di x, maka

lim £+ 6. (2) = /().

Lebih jauh, jika f kontinu di setiap titik pada [a,b], maka kekonvergenan di atas meru-

pakan kekonvergenan seragam pada [a, b).

Catatan. Keluarga fungsi {¢.} disebut identitas hampiran, karena operasi konvolusi

dengan ¢. memberikan hampiran terhadap operator identitas bila € — 0.

Bukti. Untuk setiap x € R dan € > 0, tuliskan
0

[ be(@) — (af () + Bf(z-)) = / @ —y) — FaDlely) dy +

— 00

+ [ Tl — ) - Fa—)l6u(y) dy.

Akan dibuktikan bahwa kedua integral di ruas kanan dapat dibuat sekecil-kecilnya de-
ngan cara memilih € cukup kecil. Karena mirip, kita hanya akan menggarap integral
kedua. Diberikan § > 0, pilih ¢ > 0 cukup kecil sehingga |f(x —y) — f(z—)| < ﬁ
untuk 0 < y < ¢. Di sini, ¢ mungkin bergantung pada z, selain pada §. Sekarang

tuliskan fooo ——— foc o+ fcoo .... Maka

[ =0 sewar] < oo [Coday<s
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Untuk z > ¢, jika f terbatas, katakan |f(z)| < M, maka

[ e - el a] <2 [ wlay=2m [ o),

yang dapat dibuat lebih kecil daripada § dengan cara memilih e cukup kecil (karena
¢ € L'). Jika yang diketahui adalah ¢ bernilai nol di luar suatu interval [—R, R], maka
¢e(z) = 0 untuk |z| > eR. Dalam hal ini, kita pilih € < £ sehingga ¢.(x) = 0 untuk
x > ¢ (karena ¢ > eR). Akibatnya,

| =0 = 5oy =o.

Jadi, sebagai kesimpulan, kita peroleh bahwa

/ 1@ — ) — fe—)pely) dy — O,

bila € — 0. Ini membuktikan bagian pertama dari teorema.

Selanjutnya, jika f kontinu di z, maka

lim f# ¢e(z) = af(x) + 5f(z) = f(z).

Akhirnya, jika f kontinu pada [a, b], maka f kontinu seragam pada [a, b], sehingga pemi-
lihan ¢ (dan konsekuensinya juga pemilihan €) dapat dibuat bebas dari « € [a, b]. Dalam

hal ini, f * ¢.(z) — f(x) secara seragam pada [a,b]. [QED]

Teorema G. Misalkan ¢ > 0 dan ffooo ¢(x)dx = 1. Untuk setiap € > 0, definisikan
de(x) = %gb(%) Maka, untuk setiap f € LP (1 < p < 00), kita mempunyai

|pex f— fll, =0, e—0.

Bukti. Tidak dibahas. (Lihat Hewitt & Stromberg, Teorema 21.37, bila penasaran.)

11.3 Fungsi Gauss dan Teorema Aproksimasi Weierstrass
Salah satu fungsi yang sering digunakan untuk identitas hampiran adalah fungsi

Gauss G(y) := \/LE e~¥". Perhatikan bahwa

2m [e%e)
[/ eV’ dy / / z*+y )dxdy = / / e rdrd = .
- o Jo
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Jadi 77 e V'dy = /7 dan 22 G(y)dy = 1. Selain itu, fungsi G genap, sehingga
o= fi)oo G(y)dy = 5 dan 8 = [~ G(y) dy = 5. Lebih jauh, G (y) = Pk(y)e_y2 untuk
suatu polinom P, berderajat k, sehingga |G (y)| < Cre~W!. Jadi, jika f terbatas,

maka f * G, merupakan fungsi C'>° yang menghampiri f bila € ~ 0.

Teorema H (Aproksimasi Weierstrass). Jika f kontinu pada interval terhingga |a, b],
maka f merupakan limit seragam dari polinom pada [a,b], yakni untuk setiap § > 0
terdapat polinom P sedemikian sehingga

sup |f(z) — P(z)| <0.

a<xz<b

Bukti. Perluas f ke seluruh R sehingga f kontinu dan bernilai nol di luar interval
[a —1,b+ 1]. Maka, menurut teorema sebelumnya, f *x G. — f secara seragam pada

la, ], dengan G(y) =

\/LE eV Selanjutnya, diberikan § > 0, dapat dipilih € > 0 cukup
kecil sehingga

I 2 )2 5
sup [f(a) = —= [ e g ay] < 5.
a—1

a<z<b €T

a—b—1 bfa+1}’

€ ) €

Sekarang, untuk z € [a,b] dan y € [a—1,b+ 1], kita mempunyai =¥ € |

dan deret Taylor Zfzo(—l)”i—? konvergen seragam ke e~t pada interval tersebut.

Karena itu kita dapat menghampiri e~(@=y)?/€ dengan suatu polinom Taylor, yaitu
5 (2-v)”
n! € '
n=0

Di sini N € N dapat kita pilih cukup besar sehingga

sup |f(z) — P(z)| <4,

a<x<b
dengan
N b+1 n
1 (=)™ fx —y\2n
P(x) = dy.
(z) eﬁ; a1 N ( € ) Fly) dy

Dalam hal ini P merupakan polinom (berderajat 2/N) yang kita cari. [QED]
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11.4 Soal latihan

1. Diketahui ¢ = x[_1,1]. Tentukan
() 6% 6.
(i) 65656,
2. Misalkan ¢ = x|_1 1) dan ¢.(z) = 2¢(Z). Misalkan f(z) = 2® — 2. Hitunglah f*¢.

dan periksa bahwa f * ¢. — 2f bila € — 0. [Catat bahwa ffooo o(y) dy = 2.]
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12. Teorema Inversi Fourier dan Transformasi Fourier di L*(R)

12.1 Teorema Inversi Fourier

Dari hasil hitung-hitungan kasar di awal Bab 10, kita ingin membuktikan bahwa,

dalam kondisi tertentu, kita mempunyai
1 [~ . .
f@) = o [ Foeds = (Prta),

untuk (hampir) setiap x € R. Melalui kesamaan inilah kita dapat memperoleh f

kembali dari ]? Tetapi kapankah kesamaan ini berlaku?

Teorema A (Teorema Inversi Fourier). Misalkan f € L', kontinu bagian demi bagian,

dan f € L. Maka f kontinu dan

1 [~
fo =5 [ R
™ — 0
untuk setiap x € R.

Bukti. Misalkan ¢(z) := \/%76_172/2 dan ¢.(z) = 1¢(%). Maka [ ¢(z)dz = 1,
sehingga menurut Tereoma 11-E, f x ¢.(z) — 1[f(z—) + f(2z+)] untuk setiap = € R.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa fx¢e(z) — 5= ffooo f(f)eig""dé untuk setiap = € R.

Untuk itu, perhatikan bahwa untuk setiap x € R kita mempunyai

[xde(x) = ! /_OO f(y)eié(zzy) dy = %/_Oo ]?(f)eigme_# de,

eV 2T
mengingat
1 (z=y)? € c2¢2 € 2
675( =) = Fle —r) = / e~ 2 BTy e,
v = | ¢

22 ~ . (22 —~ .
Sekarang jika ¢ — 0, maka i 1; sehingga f(f)e"é"”e_T5 — f(€)e’* untuk setiap

¢ € R. Selain itu, untuk setiap € > 0, kita mempunyai

Feyesre 5| < 1),
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untuk setiap £ € R. Karena fe L', maka menurut Teorema Kekonvergenan Terdomi-

nasi Lebesgue,

Froe) > 5= [ e

dan ini berlaku untuk setiap = € R. Jadi, karena limit itu tunggal, kita peroleh

o ‘: Fe)ede = S[f(z-) + f(a+)]

~

Namun, integral di ruas kiri tak lain adalah transformasi Fourier dari f yang dihitung

di —z. Karena itu ia merupakan fungsi yang kontinu, sehingga f mestilah kontinu dan

f@) = 5l + ) = 5o [ T

sebagaimana yang diharapkan. [QED]
Akibat B. Misal f,g € L' dengan f,ﬁ c L'. Jika f: g, maka f = g.

Bukti. Jika f: g, maka (f — g)” = 0. Akibatnya,

(f=9)@) =5 [ (f—g)(§e*"de= [ 0dE=0,
untuk setiap z € R. [QED]
Catatan. (1) Teorema Inversi Fourier memberitahu kita bahwa transformasi Fourier
mempunyai invers, yang kita sebut transformasi Fourier invers. Jika transformasi
Fourier kita lambangkan dengan F, maka transformasi Fourier invers dilambangkan
dengan F~!. Jadi, jika Ff = f, maka f = f‘lf: (f)v
(2) Terdapat banyak fungsi f di L! yang transformasi Fourier-nya juga merupakan fungsi

di L'. Sebagai contoh, jika f” ada, f’ dan f” terintegralkan, maka (f”)(£) = —§2f(£)

terbatas, sehingga |f(&)| < 1552 dan karena itu fe L'. Perhatikan pula bahwa dalam

hal ini f dan fterbatas dan kontinu, sehingga keduanya merupakan fungsi di L2.

(3) Teorema Inversi Fourier berguna dalam menentukan transformasi Fourier: jika ¢ :=
f, maka f(z) = (27r)_1</5(—m). Dengan menuliskan & = —z, kita peroleh jika ¢ = f,
maka &5(5) = 27 f(—¢). Rumus ini tetap berlaku di L?. Karena itu, sebagai contoh, kita
peroleh JF (S22 (€) = X[ qa)(£)-
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Teorema berikut menyatakan bahwa fungsi f dapat diperoleh kembali dari trans-

formasi Fourier invers via nilai utama-nya.

Teorema C. Jika f terintegralkan dan mulus bagian demi bagian pada R, maka

lim / Fle)ei€rde — [f(x—)+f(w+)],

T—oo 27

untuk setiap x € R.

Bukti. Lihat Folland, hal. 220-221.

12.2 Transformasi Fourier di L?
Kita telah membahas transformasi Fourier di L', namun, berdasarkan pengalaman
dengan deret Fourier, ruang L? semestinya berperan juga. Perhatikan jika f,g € L' NL?

sedemikian sehingga ]?, g € L' N L% maka

m(f,g _277/ f(x dx—/o:o f(x) /()mee_igmdfdx

/ /f e g = / F()a(@) de = (7.3).

Khususnya, jika f = g, maka kita peroleh kesamaan Plancherel: H]?H% = 27| f||3.
Dengan menggunakan fakta bahwa L' N L? padat di L?, transformasi Fourier dari

fungsi f € L? dapat didefinisikan sebagai limit dari suatu barisan (]?n) (dalam norma

L?), dengan f, € L' N L? dan f, — f (n — oo) dalam norma L?. Semua ini dapat

dilakukan sebagaimana dijamin oleh teorema berikut:

Teorema D. Misalkan f € L? dan (f,) adalah suatu barisan fungsi di L' N L?
sedemikian sehingga fn € L' N L? untuk setiap n € N dan f,, — f (n — oo) dalam

norma L?. Maka (fn) konvergen (dalam norma L?) ke suatu fungsi di L?.

Bukti. Karena L? lengkap, cukup kita tunjukkan bahwa Hfm — ﬁLHQ — 0 (m,n — ).
Namun fm — ﬁl adalah transformasi Fourier dari f,, — f, € L' NL?. Menurut kesamaan

Plancherel, kita mempunyai

”J?m - J/C;zH% = 27T||fm - an% —0

apabila m,n — oo, sesuai dengan yang dikehendaki. [QED]
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Berdasarkan teorema di atas, sekarang kita dapat mendefinisikan transformasi
Fourier dari f € L? sebagai

f:= lim f, (dalam norma L?),
n—oo

untuk suatu barisan fungsi (f,,) yang memenuhi hipotesis Teorema D.

Catatan. (1) Barisan fungsi (f,) yang memenuhi hipotesis Teorema D dapat dikon-
struksi dengan menggunakan fakta bahwa setiap fungsi di L? dapat dihampiri oleh
fungsi C'*° yang mempunyai tumpuan (support) kompak.

(2) Jika f € L? dan (f,) adalah barisan fungsi yang memenuhi hipotesis Teorema D,
maka definisi di atas mengatakan bahwa nh_)ngo Hf— fn||2 = 0. Mengingat f didefinisikan
hanya sebagai anggota L?, fungsi f hanya terdefinisi hampir di mana-mana, tetapi
ini bukan masalah karena dua fungsi di L? yang bernilai sama hampir di mana-mana
merupakan fungsi yang sama. Selanjutnya, jika f € L' N L2, maka sekarang kita
mempunyai dua definisi untuk ]? Namun, kedua definisi ini konsisten karena limit
dalam norma L? mestilah sama dengan limit titik demi titiknya.

(3) Demikian pula, definisi di atas tidak bergantung pada pemilihan barisan fungsi (f,,)
yang konvergen ke f dalam norma L?. Andaikan kita menggunakan dua barisan fungsi

(fn) dan (g,) yang konvergen ke f dalam norma L? dan membandingkannya, maka

an - %H% = 27Tan - gnH% — 0.

Akibatnya nan;o ﬁl = nlLrI;O gn (hampir di mana-mana).

Teorema E (Kesamaan Plancherel). Jika f € L2, maka ”f/‘\”Q =27 || f||2-
Bukti. Latihan.

Teorema F (Kesamaan Plancherel). Jika f,g € L?, maka <f/’\, g9)=2n{(f,g).
Bukti. Latihan.

Teorema G (Inversi Fourier di L?). Jika f € L%, maka

o [ F@eas— 1), 0 (o0
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Bukti. Lihat Rudin, hal. 186-187.

12.3 Soal Latihan

1. Buktikan Kesamaan Plancherel (yang dinyatakan dalam dua teorema sebelum teo-
rema terakhir).
2. Diketahui @ > 0. Buktikan secara langsung bahwa Fle~®l](¢) = 522fa2 dan kemu-
1

dian dengan menggunakan Teoema Inversi Fourier tunjukkan bahwa F [W] &) =

Ee—a|€| .
a

3. Untuk a > 0, definisikan f,(z) := ——2— dan gq(x) := $2%%  Buktikan bahwa

w(z2+a?) T
Ja* fo = favo dan gq * gb = Gmin{a,b}-
4. Misalkan f kontinu dan mulus bagian demi bagian, f € L?, dan f’ € L?. Buktikan
bahwa f € L.



88 Hendra Gunawan



Analisis Fourier dan Wavelet 89

13. Aplikasi Transformasi Fourier

Misal A adalah operator linear pada fungsi yang terdefinisi pada R dengan sifat
sebagai berikut: jika A[f(z)] = g(x), maka A[f(x + s)] = g(x + s) untuk setiap s € R.
Maka, fungsi f(z) = €*® (a € C) yang ada di domain A merupakan fungsi eigen dari

A. Persisnya, jika f(x) = e** dan g = Af, maka untuk setiap s € R berlaku
gz +s) = A[e“(x+s)] = Ale*®e®] = e*® Ale®*] = e g(x).
Untuk x = 0, kita peroleh: g(s) = ¢g(0)e®® untuk setiap s € R. Jadi, Af = g = cf
dengan ¢ = ¢(0).
Selanjutnya, misalkan domain A mencakup fungsi k(z) = €** dan h(¢) adalah nilai
eigen yang berpadanan dengan k(z), yakni: A[e®®] = h(£)e®®. Jika A memenuhi suatu
persayaratan kekontinuan (yang memungkinkan A bertukar dengan pengintegralan),

maka operasi A pada f ‘dapat dibaca’ melalui rumus inversi Fourier. Persisnya, jika

fa) =5 [ R
maka
Af@) = o= [ Foaeias =5 [ Foneea.
Jadi,

~

(Af)E) = h(&) f(£)-

Sekarang, jika h(§) = ﬁ({'), maka Af = H = f, yakni A merupakan operator konvolusi

dengan H. Semua ini sah apabila, misalnya, f dan H merupakan fungsi L' atau L2.

13.1 Aplikasi pada persamaan panas

Sekarang kita akan melihat bagaimana transformasi Fourier digunakan pada per-

samaan diferensial klasik, khususnya persamaan panas pada R, yaitu:

U = kg, —00 <z < 00,
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dengan syarat awal u(z,0) = f(x) (dengan f € L'), dan “syarat batas” u(z,t) — 0 dan
f(z) — 0 bila © — Fo0.
Terapkan transformasi Fourier pada kedua ruas persamaan (yang keduanya kita
anggap merupakan fungsi dari x), kita peroleh
o (e1) = —kele, 1
(€, 0) = f(9).

Solusi persamaan diferensial ini adalah

U, t) = fl€)e e, (1)

Dengan Teorema Inversi Fourier, akhirnya kita peroleh solusi persamaan panas

want) = 5 [ Floe e ea

yang memenuhi syarat awal u(z,0) = f(x).
Namun, ada cara kedua untuk memperoleh u(x,t) dari (1), sebagai berikut. Trans-

) .. . g2 _ I
formasi Fourier invers dari e *¢"* adalah K;(x) = 417rkt . Jadi

(=2

S f(y) dy.

u(z,t) = K % f(x) \/W

Dapat diperiksa bahwa ug(z,t) = K;(x) memenuhi persamaan panas dan dengan menu-
runkannya di bawah tanda integral u(x, t) juga memenuhi persamaan panas. Lebih jauh,
Ki(x) = \%Kl (%) merupakan identitas hampiran, sehingga u(x,t) — f(x) bila t — 0
(dengan mengasumsikan bahwa f kontinu). Jadi mestilah u(z,0) = f(z). (Catatan:

Fungsi K;(x) := \/iﬁe_% dikenal sebagai kernel panas atau kernel Gauss.)

Sebagai interpretasi fisis, jika suhu awal adalah 0, dan kawat diberi satu satuan
panas di = 0, maka setelah ¢ satuan waktu, distribusi panasnya adalah K;(z) (catat
bahwa fix;o Ki(x)dx = 1, yang bearti bahwa total panas tetap sama dengan 1 satuan
panas). Jika kawat diberi satu satuan panas di x = y, maka distribusi panasnya adalah
Ki(x —y). Sekarang misalkan pada awalnya terdapat panas f(y)dy pada suatu interval
kecil di sekitar x = y. Maka, setelah ¢ satuan waktu, distribusi panas yang berasal dari

interval tersebut adalah K;(x — y)f(y)dy. Dengan prinsip superposisi, kita peroleh

u(z, t) /Kta:— F(y) dy.
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Perhatikan bahwa total panas pada saat ¢ > 0 sama dengan total panas awal, yaitu

sebesar [~ f(y) dy.

13.2 Persamaan Laplace pada setengah bidang

Sekarang tinjau persamaan Laplace pada setengah bidang:
Upe +Uyy =0 (x €R, y>0),

dengan syarat awal u(x,0) = f(z) (dengan f terbatas, karena kita menginginkan solusi
yang terbatas juga).

Terapkan transformasi Fourier pada kedua ruas persamaan, kita peroleh
2

0

a_yza(f’y) =0,

~

dengan syarat awal u(§,0) = f(£). Solusi persamaan diferensial ini adalah
(& y) = Cr(&ell + Cr(§e

dengan C1(§) + C2(§) = (&)
Karena (€, y) terbatas terhadap &, elél¥ bukan solusi untuk setiap y > 0. Jadi

~

C1(§) = 0 dan C5(€) = f(§), sehingga

~

U, y) = f(&)eE.

Sekarang, jika Py(z) = maka ]3y (¢) = e71€l¥ dan karena itu

-y _
HCETk

o) = Pys flo) = [~ WIS
Rumus ini dikenal sebagai rumus integral Poisson dan P; dikenal sebagai kernel Poisson.
Perhatikan bahwa P, € L', sehingga integral Poisson terdefinisi untuk f yang
terbatas. Persisnya, jika |f| < M, maka
= y
) <M [ =
Selain itu, fungsi ug(x,y) = P,(x) memenuhi persamaan Laplace dan membentuk iden-

titas hampiran, sehingga u(z,y) — f(z) bila y — 0.
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12.3 Teorema Sampling Shannon

Kita telah mempelajari bagaimana sebuah fungsi dapat direkonstruksi dari barisan
koefisien Fourier-nya. C. Shannon (1949) mengamati bahwa dalam hal khusus, sebuah

fungsi bahkan dapat direkonstruksi dari titik-titik sampel-nya, dengan menggunakan

keluarga fungsi sinc (sinc x = %) Persisnya, kita mempunyai teorema berikut.

Teorema A. (Teorema Sampling Shannon) Jika f € L2(R) dan supp f C [T, T,

maka
k in(Tx — k
o) = 3 (T )

keZ

dalam norma L?*(R).

Bukti. Mengingat fe LY(=T,T)N L?(—T,T), kita dapat menguraikan fsebagai deret

Fourier
f(ﬁ) = Z c—ke_mkg/Ta § € [_Tv T]v
keZ
dengan
I PSS o[>~ . k
o= gp [ RO = o [ femmae = T ().

Menggunakan Teorema Inversi Fourier sekali lagi, kita peroleh
s = o [ Fgesas= L [ froeeas
7 3 C2r ) g

T
_ %/ Z f(k%)e—iwkﬁ/Teiﬁxdg

T pez
1 k T ka
:ﬁZf(%)/ ez(w—%)ﬁdg
kEZ -T

=T

o ( . km
2T i T il = 5F)

B km . sin(Tx — k)
=2 1) g
kEeZ

di mana deret konvergen dalam norma L*(R). [QED]

Catatan. Himpunan bilangan { f(%”) : k € Z} disebut sampel. Teorema di atas me-

ngatakan bahwa f dapat direkonstruksi dari sampel tersebut dengan menggunakan
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sin (Tz—km)
Tx—km

sin (Txz—km)
T Tx—km

X771 (§)e” /T membentuk basis ortogonal untuk {f € L*(R) : suppf C [-T,T]}.

keluarga fungsi k € Z}. Hal ini sebetulnya tidaklah mengejutkan,

karena sy (z) = , yang merupakan invers transformasi Fourier dari s(§) =

Berdasarkan fakta ini dan kesamaan Parseval, kita peroleh f = >, _, ||skll3 > (f, sk)sk =

= Zkez<]?7 SK)SE = D _pez f(k%)sk.

12.4 Ketaksamaan Heisenberg

Jika f(t) menyatakan sinyal dengan supp f C [-T,T] untuk suatu 7' > 0, maka
f dikatakan mempunyai frekuensi terbatas (band-limited). Ketaksamaan Heisenberg
yang akan kita bahas di sini menyatakan bahwa f dan ]? tidak mungkin sama-sama
mempunyai tumpuan (support) yang terbatas, kecuali f = 0. Dalam perkataan lain,
f tidak mungkin mempunyai waktu dan frekuensi terbatas. Secara intuitif, ini sama
saja dengan mengatakan bahwa f dan ftidak mungkin terlokalisasi dengan baik secara
bersamaan: jika f terkonsentrasi di sekitar suatu titik, maka fmestilah tersebar pada
R; dan sebaliknya.

Untuk melihat fakta ini secara kuantitatif, definisikan dispers: f di sekitar x = a

sebagai

[ @ — a)?|f(2)dz
ool f@)Pde

Di sini A, f merupakan suatu ukuran seberapa besar f tersebar menjauhi a. Jika nilai

Ay f =

f terkonsentrasi di sekitar a, maka faktor (x —a)? akan membuat pembilang pada A, f
lebih kecil daripada penyebutnya, sehingga A, f < 1. Namun, jika nilai f tersebar jauh
dari a, maka pembilang pada A, f lebih besar daripada penyebutnya, sehingga A, f > 1.

Semakin besar nilai A, f, semakin tersebar f jauh dari a.

Teorema B. (Ketaksamaan Heisenberg) Untuk setiap f € L?, dan untuk setiap a,a €
R, berlaku

~

(Baf)(Baf) > |

Bukti. Asumsikan f kontinu dan mulus bagian demi bagian pada R, dan xf(x) serta

f(z) di L?. (Jika zf(z) ¢ L?, maka A,f = oo; sementara jika f’(z) ¢ L? maka
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AafA: 00.) Tinjau kasus a, « = 0 terlebih dahulu. Dengan pengintegralan parsial, kita

peroleh
B

B B o
/ of(2)f' () do = =|f ()] —/ (1f (@) + 2 f(x)f'(2)) da,

A A

atau

B B B
/ f(x)2dz = —2Re / @ f () de + 2| f(2) 2|7,

A A
untuk —oco < A < B < co. Karena f(z),zf(z), dan f'(z) di L?, limit kedua integral di

atas ada untuk A — —oo dan B — oco. Karena itu, limit A|f(A)|*> dan B|f(B)|* juga
ada, dan mestilah bernilai 0 (karena bila tidak, maka |f(z)| ~ |2|~*/2 untuk |z| >> 1,

bertentangan dengan asumsi bahwa f € L?). Akibatnya, kita peroleh

/oo |f(z)|*dx = —2Re /Oo v f(z)f (z)dzx.

— 0 —0
Dengan ketaksamaan Cauchy-Schwarz, kita dapatkan

oo oo

(/_Oo !f(a:)\zalas)2 g4(/_oo 2| f(2)2de) (/_ f (@) dz).

oo oo

Berdasarkan kesamaan Plancherel, [ |f|?dz = 5= [ | F|2d¢, sehingga

[ i@ = o [ e = o [ @ifere

— 00 27—" — o0

Dengan demikian kita peroleh

([ t@pas) ([ 1Fora) <a( [~ irepa) ([ eifora)

Ini membuktikan bahwa (Agf)(Aof) > 1.
Untuk kasus a,« € R sembarang, misalkan F(z) = e *®f(x + a). Maka F

memenuhi hipotesis teorema selama f memenuhi, A, f = AgF dan Aaf: Aoﬁ . Jadi

(Aaf)(Aaf) = (AgF)(AGF) >

| =

sebagaimana diharapkan. [QED]

Catatan. Dalam mekanika kuantum, suatu partikel yang bergerak sepanjang sumbu-z

disebut sebagai suatu “fungsi gelombang” f(x), yang memiliki peluang total || f||2 = 1.
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Dalam hal ini | f(z)|?> merupakan fungsi densitas peluang untuk posisi partikel tersebut,
sehingga ff | f(x)|?dz menyatakan seberapa besar peluang partikel berada pada interval
[a, b]. Sementara itu, J?terkait dengan fungsi densitas peluang untuk momentum partikel
tersebut. Persisnya, jika kita definisikan

Fp) = 2 x)e /My
fo) = o= [ s

dengan h menyatakan konstanta Planck, maka ||f||s = 1 dan karenanya |f(p)|> meru-
pakan fungsi densitas peluang untuk momentum partikel tersebut. Ketaksamaan Hei-
senberg yang kita bahas di atas dikenal pula sebagai Prinsip Ketidakpastian Heisenberg

yang menyatakan bahwa (A, f)(Anf) > 2.

13.5 Soal latihan

1. Buktikan bahwa K;(z) memenuhi persamaan panas dan membentuk identitas ham-
piran.

2. Buktikan bahwa solusi persamaan panas mengawetkan total panas, yakni total
panas pada saat t > 0 sama dengan total panas awal.

3. Buktikan bahwa P,(x) memenuhi persamaan Laplace dan membentuk identitas
hampiran.

4. Dengan menggunakan transformasi Fourier, buktikan bahwa solusi persamaan ge-
lombang u;; = c?u,, dengan syarat awal u(z,0) = f(z) dan u(x,0) = g(z) adalah

x+ct
ule.t) = 3l )+ fa e+ [ gl

2¢ r—ct

5. Verifikasi Teorema Sampling Shannon berdasarkan catatan di akhir subbab 12.3,

sin (Txz—km)

Tem - K E Z} membentuk keluarga fungsi

khususnya bahwa keluarga fungsi
ortogonal.

6. Buktikan jika f € L? dan zf(z) ¢ L?, maka A,f = oo.
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14. Transformasi Fourier dan Masalah Sturm-Liouville

Pada bagian ini kita akan mempelajari transformasi Fourier dan masalah Sturm-
Liouville singular pada setengah garis. Namun, sebelum kita sampai di sana, mari kita

tinjau kembali persamaan panas pada (—o00, 00):
Uy = Ky
Bila kita misalkan u(x,t) = X (z)T'(t), maka kita peroleh
X" 462X =0 dan T = —&%T,

dengan ¢? merupakan konstanta pemisahnya. Dari kedua persamaan ini, kita akan
mendapatkan bahwa untuk —oo < £ < 0o, fungsi e—E ktgite merupakan solusi. Dengan

prinsip superposisi, kita peroleh solusi persamaan panas

u(z,t) = /OO C(f)e_£2kt6i§md§.

— 00

Jika diketahui syarat awal u(xz,0) = f(z), maka dari rumus inversi Fourier kita sim-

pulkan bahwa C'(&) = % A(f), sehingga
o) =5 [ FlgeHeitnag
9 27T e )

sama seperti yang kita peroleh sebelumnya pada Bab 13.

14.1 Masalah Sturm-Liouville Singular

Apa yang akan kita bahas sekarang adalah masalah Sturm-Liouvile singular:

X"4+€6X =0, —oo<zx<o0.
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Solusi umum persamaan ini adalah
C1e%% + Cre™ % untuk & # 0;

atau

Ch + Cyx, untuk £ =0.

Tak satupun di antara fungsi ini merupakan anggota L?(R), kecuali untuk kasus trivial
C1 = Cy = 0. Jadi, tidak ada kemungkinan untuk menemukan basis ortonormal dari
keluarga fungsi eigen ini.

Sebagai gantinya, dengan menggunakan rumus inversi Fourier, kita dapat menya-

takan setiap fungsi f € L?(R) sebagai
f@) =5 [ Fweie= o [C[Foee + fege el
T J_ oo 2m Jo
dengan interpretasi yang sesuai terhadap integral tersebut.

Perlu dijelaskan di sini mengapa hanya £ € R yang muncul. Jika Im(&) # 0, maka
€| — oo untuk |z| — oco. Jadi €¥* tidak cocok bila dipandang dengan kacamata
ruang L?(R). Jika £ € R, maka e® ¢ L2 tetapi cukup dekat dari L?(R), sehingga e%*
masih dapat dipakai sebagai fungsi eigen untuk merekonstruksi f seperti dalam (1).

Berdasarkan (1), mari kita tinjau dua masalah Sturm-Liouville berikut pada sete-
ngah garis [0, 00):

X" +X =0, X'(0)=0; (2)

X"+€X =0, X(0)=0. (3)

Solusi (2) adalah kelipatan cos {z, sementara solusi (3) adalah kelipatan sin £x. Kedua
fungsi ini bukan anggota L?(0, 00), jadi tidak ada basis ortonormal dari keluarga fungsi

ini. Namun, kita bisa mencari rumus integral berikut:

= | " A(E) cos e, ()

f(z) = / " B(¢) sinca de, (5)

untuk f € L*(0,00).
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Jika f € L*(R) dan f merupakan fungsi genap, maka

f(&) :/_OO f(x)(cosﬁa:—isinﬁ.r)dx:/_oo f(x)cosﬁxdx:2/ooo f(x)cos&x dx.

(6a)
Jadi f juga genap, dan rumus inversi Fourier menjadi
1 [ 4 . IR
flx) = o f(&)(coséx +isin&x) dé = - f(&) cos&x dE. (6b)
o 0
Dengan cara yang serupa, jika f merupakan fungsi ganjil, maka ]? juga ganjil dan
f({) = —2@'/ f(x)sin&x dx; (7a)
0
i [~
f@ =2 [ Fsingra (7b)
0

Rumus-rumus ini hanya melibatkan nilai f dan f pada [0,00), jadi domain f dan f
dapat dibatasi pada [0, co).
14.2 Transformasi cosinus Fourier dan transformasi sinus Fourier

Misalkan f € L'(0,00). Transformasi cosinus Fourier dan transformasi sinus

Fourier dari f didefinisikan sebagai

Fef(&) ::/0 f(x)cos &x dx;

Fsf(§) ::/o f(x)sinéx da.

Dari perhitungan di atas, kita peroleh rumus inversinya:

f@) =2 [ Fer(©eosgads
0

fa) == [ Fap©singads

Di sini, integral mesti ditafsirkan secara pas. Misalnya, jika f kontinu bagian demi

bagian pada (0, c0), maka

2 [ 1
lim — 6_6252/2.7-}]”(5) coséxdé = =
e—0m Jo 2

[f (=) + faz+)].



100  Hendra Gunawan

Teorema A (Kesamaan Plancherel). Jika f,F.f dan F,f merupakan anggota L' N
L?(0,00), maka
T
IFfIP = IF 17 = SIAP.

Bukti. Perluas f menjadi feenap dan feanjii yang terdefinisi pada R. Maka F.f dan F f

adalah pembatasan dari %f;enap dan %fganjﬂ pada (0, 00), sehingga

oo 1 0o 1 co
|1 ©Pd = [ V@ Pl = 5 [ (Faenan P
= %/_Oo |fgenap|2d$ = g/o |f(.ilf>|2d$

Serupa dengan itu, kita juga mempunyai

/OO | Ff(€)2de = g/ooo | f(x)]2da.

0

Dengan demikian kesamaan Plancerel terbukti. [QED]

Catatan. Sebagai akibat dari kesamaan Plancherel, kedua rumus inversi Fourier di atas
berlaku pula untuk f € L?(0, c0).

14.3 Aplikasi pada persamaan panas

Sebagai aplikasi dari transformasi cosinus Fourier, mari sekarang kita tinjau per-
samaan panas pada (0, 00):

U = ktbgy, x,t>0,

dengan syarat batas u,(0,f) = 0 dan syarat awal u(x,0) = f(z). Metode pemisahan
peubah dan syarat batas akan memberikan solusi e~k cos &x untuk € > 0, sehingga

kita peroleh
(1) = / C(€)eE* cos £x dE.
0
Substitusikan ¢t = 0, kita dapatkan

ﬂwzlmaomwmw

Jadi C(&) = 2F.f(€), sehingga kita peroleh solusi dalam bentuk integral Fourier:

u(z,t) = %/OOO Fef(€)e S cos e de. (8)
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Selanjutnya, dapat diperiksa bahwa

e=€F = F.[g:)(€)

dengan

Jadi persamaan (8) dapat ditulis ulang sebagai

wwt) = 2 [T FHOFlal(E) cosea de.

Namun, dapat dibuktikan jika F' dan G; adalah perluasan genap dari f dan g; pada R,
maka (F * Gy ) (€) = F(€)Gy(€) setara dengan

Fef(E)Felgil (&) = Feh(§),

dengan 2h merupakan pembatasan dari F' x G; pada (0,00). Dari sini kita simpulkan

bahwa

(e, t) = 1P« Gyla) = — /OO Fy) [ 4 oS g
7 2 ' 2vVrkt Jo Y Y-

Dapat diperiksa bahwa u(z,t) — f(z) bila t — 0F.

14.4 Soal latihan

1. Buktikan jika F' dan G, adalah perluasan genap dari f dan g; pada R, maka rumus
(F 5 G (€) = F(€)Gy(€) setara dengan

Fef(E)Felgil (&) = Feh(8),

dengan 2h merupakan pembatasan dari F' * G; pada (0, c0).
2. Misalkan F' adalah fungsi genap yang terdefinisi pada R dan u = wu(x,t) adalah

solusi persamaan panas pada R.:
ur = kg, x€R, t>0,

dengan syarat awal u(z,0) = F(x). Buktikan bahwa v = u(x,t)|,~0 adalah solusi

persamaan panas pada (0, 00):
ur = kug,, x,t>0,

dengan syarat batas u,(0,t) = 0 dan syarat awal u(x,0) = f(z), di mana f adalah
pembatasan F' pada (0, c0).
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15. Wavelet

"¢ n € Z} merupakan basis ortonormal

Pada Bab 8 kita membahas bahwa {\/%ei
untuk L?(—m,7) yang berkaitan dengan deret Fourier klasik pada L?(—m, 7). Bila kita
mundur ke Bab 4, maka kita juga mempunyai basis ortonormal {e*™"® : n € Z} untuk
L?(0,1). Pada bab ini dan bab berikutnya, kita akan mempelajari basis ortonormal

‘yvang dibangun oleh sebuah fungsi’.

15.1 Menengok kembali basis Haar

Pada Bab 9, kita juga telah melihat bahwa himpunan fungsi H := {ho} U {hj; :
§>0,0<k< 2}, dengan

1, jikaO<ax<1,
o) = {0, jika z lainnya;

dan
21/2, jika 277k <2 < 279 (k +1/2),
hir(x) == ¢ —29/2) jika 279(k+1/2) <z <277 (k + 1),
0, jika x lainnya.

merupakan basis ortonormal untuk L2(0,1). Basis ini pertama kali diperkenalkan oleh
Haar (1910) dan sekarang dikenal sebagai basis Haar.

Sekitar 80 tahun kemudian, peneliti menyadari bahwa basis Haar termasuk apa
yang sekarang dinamakan sebagai wavelet. Fungsi hg disebut fungsi skala Haar dan
fungsi hgo disebut wavelet Haar.

Perhatikan dua operasi dasar yang dilakukan terhadap hgo(z) untuk memperoleh
hio(z) = v2hoo(2z) dan hii(x) = V2hoo(2z — 1), yakni dilasi dan translasi (selain
perkalian dengan /2 untuk normalisasi). Anggota basis selanjutnya juga diperoleh

dengan dua operasi ini. Jadi, basis Haar adalah keluarga fungsi

ho(z), plus hjp(x) == 27/2hoo(272 — k), j=0,1,2,..., k=0,1,...,27 — 1.
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Basis ini dapat diperluas sehingga menjadi basis ortonormal untuk L?(R)), sebagaimana
akan kita lihat nanti.

Bila kita bekerja dengan, misalnya, fungsi tangga, menggunakan basis ini tentunya
akan lebih menguntungkan. Lebih daripada itu, ketika kita memakai komputer untuk
perhitungan, basis Haar terasa lebih efisien karena bekerja dalam sistem biner seperti
halnya komputer. Keuntungan yang lebih esensial menggunakan basis Haar adalah
bahwa basis ini dapat dipakai untuk menganalisis frekuensi dan waktu secara simultan,
suatu hal yang tidak dapat dilakukan dengan baik oleh deret atau transformasi Fourier
(karena adanya ketaksamaan Heisenberg).

Walaupun basis ortonormal Haar telah dikenal sejak awal abad ke-20, teori wavelet
baru berkembang sejak tahun 1980-an. Kini wavelet mulai menggeser peran deret

Fourier dalam berbagai aplikasi.

15.2 Wavelet ortonormal

Materi berikut disadur dari buku “A First Course on Wavelets” karangan E. Her-
nandez & G. Weiss (CRC Press).
Sebagaimana disinggung di atas, basis Haar dapat diperluas menjadi basis ortonor-
mal untuk L?(R). Persisnya, misalkan
1, jka0<z<i
Y(z) =4 -1, jika % <zx<l1
0, jika x < 0 atau x > 1.
Maka, 9; () := 2//2¢(2z — k), j,k € Z, membentuk basis ortonormal Haar untuk
L*(R). (Catat bahwa ;) sama dengan fungsi Haar h; yang dibahas sebelumnya.
Namun sekarang fungsi ini didefinisikan pada R dan untuk semua j, k € Z. Selain itu,
fungsi skala Haar hq tidak muncul di sini.)
Keortonormalan {1 : j,k € Z} mudah diperiksa, tetapi kelengkapannya perlu
dibuktikan dengan cermat. Semuanya akan menjadi jelas pada saat kita membahas
konsep analisis multi resolust nanti.

Periksa bahwa jika kita membatasi diri bekerja pada [0, 1], maka

Yip(x) =222z —k), j=0,1,2,..., k=0,1,...,27 — 1
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plus
ho(z) =1

merupakan basis Haar untuk L?(0,1), yang telah kita bahas sebelumnya. (Peran 1,
yang lainnya dalam hal ini dimainkan oleh hy.)
Selanjutnya, kita akan lebih banyak bekerja di L?(R). Fungsi v € L?(R) sedemi-

kian sehingga

Yin(z) =222z — k), jkeZ,

membentuk suatu basis ortonormal untuk L?(R) disebut wavelet ortonormal atau sing-

katnya wavelet pada R. Selain wavelet Haar, kita mempunyai contoh wavelet lainnya.

Contoh 1. Misalkan

sin27x — sin wx

() =

T
Maka, 1, 1(z) := 29/2(27x — k), j,k € Z, membentuk suatu basis ortonormal untuk
L?(R). Basis ini dikenal sebagai basis wavelet sinc atau wavelet Shannon.
Menggunakan Teorema Inversi Fourier kita dapat menunjukkan bahwa 12(5) =
x1(€) dengan [ := [—2m, —m|U|m, 27]. Bahwa 1) sungguh merupakan wavelet ortonormal
pada R dapat ditunjukkan sebagai berikut.
Pertama kita selidiki keortonormalannya. Perhitungan sederhana akan menghasil-

kan
b () = 279272 k(27 Tg),

Untuk j # [, fakta di atas menunjukkan bahwa supp(@y k)N supp(@l,m) berukuran nol,
sehingga

27 (W5 ey Vtom) = (1> Vr.am) = 0,

untuk sebarang k,m € Z. Sementara itu, untuk j = [ dan k£, m € Z sembarang, kita
mempunyai

2 (s o) = 277 / ¢ IEm R 03 )2

R
- 27
—27 g
= Qﬂék,m-
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Untuk menunjukkan bahwa keluarga fungsi {+; 1 : j,k € Z} lengkap, kita periksa

Kesamaan Parseval. Berdasarkan Kesamaan Plancherel untuk transformasi Fourier kita

mempunyai
S P = Y Y2 R ) G(2a€) de|
T 4n
JEZ kEZ JEZ kEZ
==Y 2y /f (27¢)
JEZ  keZ

Mengingat {f/; : k € Z} adalah suatu basis ortonormal untuk L?(I), kita peroleh

S Sl = 5o 32 [ Ifeio P
JEZKEZ JEZ I
1 . ~
== x1(277€)|F(€)]d¢
21 ]GZZ/R !

1 .
== xr(277E)[f(€)[2dg
2T /Rgez; I

1~
= 2—||f||§ = 1113,
T

karena Y. x7(277¢) = 1 hampir untuk setiap £ € R.
JEZ
Dengan demikian, {¢; : j,k € Z} ortonormal dan lengkap di L*(R), sehingga v

merupakan suatu wavelet ortonormal pada R.

Teorema di bawah ini memberikan syarat perlu dan cukup untuk keortonormalan

keluarga fungsi v; 1, j,k € Z. Untuk buktinya, lihat buku Hernandez & Weiss.

Teorema A (Syarat perlu dan cukup untuk keortonormalan). Misalkan ¢ € L?(R).
Maka v () = 29/%(27x — k), j,k € Z membentuk keluarga ortonormal jika dan

hanya jika
ST+ 2km)P =1 hdm. (1)
keZ
dan
S92 (€ + 2km) (€ + 2km) =0 hdm, j € N. 2)

keZ

Persyaratan (1) dan (2) tidak menjamin bahwa {v;  : j,k € Z} lengkap. Teorema

di bawah ini memberikan kriteria kelengkapan keluarga ortonormal {v; 1 : j, k € Z}.



Analisis Fourier dan Wavelet 107

Teorema B (Kriteria kelengkapan suatu keluarga ortonormal). Misalkan ) € L?(R)
sedemikian sehingga supp QZ C I untuk suatu interval terbatas I C R dan 12 bernilai
0 pada suatu lingkungan di sekitar 0. Misalkan ;1 (z) = 27/2% (272 — k), j, k € Z

membentuk keluarga ortonormal. Maka, {1; : j,k € Z} lengkap jika dan hanya jika

S (P =1 hdm. (3)
JEZ
dan -
D ()2 (€ + 2km)) =0 hdm, k€ 2Z + 1. (4)
j=0

Dapat diperiksa dengan mudah bahwa wavelet Shannon memenuhi (1) dan (3).

15.3 Basis ortonormal yang dibangun oleh sebuah fungsi

Seperti telah kita lihat di atas, dari sebuah wavelet kita dapat memperoleh suatu
basis ortonormal. Cara lain untuk memperoleh suatu basis ortonormal dari sebuah
fungsi adalah dengan melibatkan operasi translasi dan modulas:.

Sebagai contoh, suatu basis ortonormal untuk L?(R) dapat dikonstruksi sebagai
berikut. Kita sudah mengenal basis ortonormal {e*™™* . m € Z} untuk L2(0,1).

Sekarang, jika kita definisikan

_ 2mimx

gm,’n(x) =ec g(iL’ - n)v m,n < 27

dengan g := x[o,1), maka tidak terlalu sulit bagi kita untuk menunjukkan bahwa {g » :
m,n € Z} adalah suatu basis ortonormal untuk L?(R). Basis semacam ini digunakan
oleh D. Gabor (1946) untuk menangani persoalan dalam komunikasi.

Teorema di bawah ini memberikan suatu syarat perlu yang harus dipenuhi oleh

g € L*(R) agar {gm.n : m,n € Z} membentuk suatu basis ortonormal untuk L?(R).
Teorema C (Teorema Balian-Low). Misalkan g € L?(R) dan

Gmn(T) = ™™ g(x —n), m,n € Z.

Jika {gm.n : m,n € Z} membentuk suatu basis ortonormal untuk L*(R), maka

/ 2|g(x)Pde = 0o atan / E215(6)|2de = oo
R R
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Bukti. Lihat buku Hernandez & Weiss.

Contoh 2. g(x) := S“;% memenuhi syarat perlu Teorema Balian-Low. Dalam hal ini,

integral pertama yang tak terhinga.

Contoh 3. g := x|p,1) juga memenuhi syarat perlu Teorema Balian-Low. Dalam hal

ini, integral kedua yang tak terhingga.

Sebagai akibat dari Teorema Balian-Low, kita tidak mungkin menemukan fungsi g

2mima

yang cukup mulus dan mempunyai tumpuan kompak sedemikian sehingga {e glx—
n) : m,n € Z} membentuk basis ortonormal untuk L?(R), karena kedua integral di atas
akan bernilai terhingga. Namun demikian, secara lokal, kita dapat mencari g yang cukup
mulus dan mempunyai tumpuan kompak sedemikian sehingga {e?™™%g(z) : m € Z}

membentuk sistem ortonormal. Fungsi g demikian disebut fungsi bel.

15.4 Soal latihan

1. Misalkan t(x) := SR2TL=SINTL qap o)., (1) := 29/2)(27x — k), j,k € Z. Buktikan

T

bahwa
(a) (&) = xs(&) dengan I := [~2r, —7] U [r, 27].
(b) Dy 1(§) = 277/2e7 ¥R (27¢).
2. Buktikan bahwa wavelet Shannon yang dibahas pada §15.2 memenuhi syarat perlu
(1) dan (3).

3. Periksa bahwa g(z) := X|o,1) memenuhi syarat perlu Teorema Balian-Low.
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16. Analisis Multi-Resolusi

Sifat mendasar dari basis ortonormal yang dibangun oleh sebuah wavelet adalah
sifat multi-resolusi-nya, sehingga kita dapat menganalisis suatu signal pada berbagai
frekuensi dan lokasi sekaligus.

Di bawah ini kita akan membahas apa yang dimaksud dengan analisis multi-resolusi

dan bagaimana mengkontruksi sebuah wavelet dari suatu analisis multi-resolusi.

16.1 Analisis Multi-Resolusi

Keluarga subruang tertutup {V; : j € Z} dari L?(R) yang memenuhi
(a) V; C Vj41 untuk setiap j € Z;
(b) feV; & f(2-) € V41 untuk setiap j € Z;

() () V5 = {0}
JEZ
(@ JVvi=L*®R);
JEZ
(e) terdapat ¢ € V) sedemikian sehingga {¢(-—k) : k € Z} merupakan basis ortonormal

untuk Vp,
disebut analisis multi-resolusi (AMR) pada L?(R). Fungsi ¢ pada (e) disebut fungsi
skala dalam AMR tersebut.

Contoh 1. Misalkan V; := {f € L?*(R) : f konstan pada [277k,277(k + 1)), k €
Z}, j € Z. Maka, {V; : j € Z} memenuhi sifat (a) s/d (d) di atas. Sekarang misalkan
¢ = Xjo,1]- Maka, {¢(- — k) : k € Z} membentuk basis ortonormal untuk V. Oleh
karena itu, {V; : j € Z} merupakan suatu AMR pada L?*(R).
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Untuk ilustrasi, fungsi f € Vi berbentuk seperti — misalnya:

Gambar 16.1: Sebuah fungsi di Vj

Teorema A. Misalkan {V; : j € Z} suatu AMR pada L?(R). Maka,
(i) Untuk setiap j € Z, f € Vo & f(27) € V};

(ii) Untuk setiap k € Z, f € Vo = f(- — k) € Vp;

(iii) Untuk setiap j,k € Z, f € V; = f(- —277k) € V};

(iv) Untuk setiap j,k € Z, f € Vo = f(27 - —k) € V.

Bukti. (i) Gunakan sifat (b) dan induksi.
(ii) Misalkan f € Vj dan k € Z. Maka, berdasarkan sifat (e),

fl@)=">_(f.6(- —m))(x —m),
meZ

dan karenanya

fla—=k) =Y (f,6(-—m))p(z — k —m).

meZ

Namun, (f, (- —m)) = (f(- — k), #(- — k — m)). Akibatnya,

fla—k) =Y (f(-—k),o(-—k—m))p(x —k—m) €

meZ

karena {¢(- —m) : m € Z} = {¢(- — k —m) : m € Z} basis ortonormal untuk V;.
(iii) Gunakan (i) dan (ii).
(iv) Gunakan (i) dan (iii). [QED]

Akibat B. Misalkan {V; : j € Z} suatu AMR pada L*(R) dan ¢ € V; fungsi skala
dalam AMR tersebut. Definisikan

djr(x) =220 — k), jkeZ.

Maka, untuk setiap j € Z, {¢,r : k € Z} merupakan basis ortonormal untuk V.
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Bukti. Misalkan j € Z. Maka, {¢;, : k € Z} merupakan himpunan ortonormal, karena

(60 bjm) = 2 /R 623 — k)2 z — m)de = /R (@ — k)d(z — m)dz = Spm.

Selanjutnya, misalkan f € V;. Maka, f(277-) € Vp, dan karenanya

F@7x) =) (F277),6( — K)oz — k).

keZ

Substitusi z’ = 2772 memberikan

F@')=> (f, din)din().

keZ

Ini membuktikan bahwa {¢,, : k € Z} lengkap. Dengan demikian {¢; : k € Z}

merupakan basis ortonormal untuk V;. [QED]

16.2 Konstruksi wavelet

Misalkan {V; : j € Z} suatu AMR pada L?*(R). Misalkan W, komplemen ortogo-
nal dari Vj relatif terhadap V;, sehingga

Vi=Vo & Wp.
Kemudian, untuk setiap j € Z, definisikan
Wj={f(2) : f € Wo}.
Maka,
Vim=V;®eW;, jei
Karena V; — {0} untuk j — —oo, kita peroleh

J
‘/j"f'l: @ Wn; jEZ,

n=—oo

dan karena V; — L*(R) untuk j — oo, kita peroleh

L*(R) = é W

n=—oo
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Untuk memperoleh wavelet, yang perlu kita lakukan adalah mencari ¢ € W
sedemikian sehingga {¢(- — k) : k € Z} merupakan basis ortonormal untuk Wy. Selan-
jutnya dapat diperiksa bahwa untuk setiap j € Z, {27/2¢(27 - —k) : k € Z} membentuk
basis ortonormal untuk W;. Dengan demikian, {¢;, : j,k € Z} merupakan basis

ortonormal untuk L?(R) atau 1 adalah wavelet yang diinginkan.

Contoh 2. Melanjutkan Contoh 1, wavelet ) yang kita cari adalah

1, jika 0 < x < %;
P(x) =4 -1, jika 3 <z <1
0, jika x <0 atauz > 1.

Periksa bahwa ¢ L ¢ dan {¢(- — k) : k € Z} merupakan basis ortonormal untuk Wj.

Basis yang dibangun oleh 1) tak lain adalah basis Haar yang dibahas pada Bab 10.

16.3 Wavelet bertumpuan kompak dan kemulusannya

Wavelet Haar merupakan sebuah contoh wavelet yang mempunyai tumpuan kom-
pak, yakni [0, 1]. Pada pasal ini kita akan melihat bahwa wavelet bertumpuan kompak
tak mungkin merupakan fungsi C°°; semulus-mulusnya ia hanya dapat merupakan fungsi

di C™ untuk suatu n yang terhingga.

Teorema C. Misalkan v kontinu pada R dan memenuhi

¢
(14 [a[) e

untuk suatu € > 0. Jika {1 : j, k € Z} ortonormal di L*(R), maka

/R@b(:v) dzx = 0.

Bukti. Misalkan a := 277°k,, suatu bilangan diadik, sedemikian sehingga v(a) # 0.

()] <

[Karena [[1]|2 = 1 dan 1 kontinu, bilangan a demikian dijamin ada.] Berdasarkan

hipotesis, kita mempunyai

/R D@z — k)dr =0, (j.k) # (0,0).

Dengan mengambil k := 2777k, dengan j > maks{j,, 0}, kesamaan di atas menjadi

/R D@ (- a))d = 0.
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Sekarang misalkan y := 27(x — a). Maka

/ Y(a+279y)(y)dy = 0.
R

Menurut hipotesis, ¢ terintegralkan pada R. Karena itu, berdasarkan Teorema Kekon-

vergenan Terdominasi Lebesgue, integral di ruas kiri menuju ¢(a) [ v (y)dy bila j — oo,

sehingga kita peroleh

[ owiy =0
R
karena v (a) # 0. [QED]

Catatan. Teorema di atas dapat diperluas dengan menghapuskan asumsi bahwa

kontinu, namun buktinya lebih rumit. Lihat buku Hernandez & Weiss, Proposisi 3.6.

Teorema D. Misalkan r suatu bilangan bulat tak negatif dan v sebuah fungsi di C"(R)

sedemikian sehingga

C
(1A faf)r+ite

untuk suatu € > 0, dan w(m) terbatas pada R untuk m =0,1,...,r. Jika {¢, : j, k €
Z} ortonormal di L?(R), maka

()] <

/ " p(x) de =0,

R

yakni, momen ke-m dari v bernilai 0, untuk m = 0,1,...,r.
Bukti. Lihat buku Hernandez & Weiss.

Akibat E. Misalkan 1) € L?*(R) sebuah fungsi Schwartz sedemikian sehingga {1; ) :
j,k € Z} merupakan himpunan ortonormal di L?*(R). Maka semua momen dari 1)

™)

, W(O) = 0 untuk setiap m =0,1,2,....

bernilai 0 atau, setara dengan itu

Bukti. Jelas, karena setiap fungsi Schwartz merupakan fungsi C°°° dan memenuhi
ketaksamaan pada teorema di atas untuk setiap bilangan bulat tak negatif r, dan

%(0) = (—27mi)™ [z ™ (x) dz untuk setiap m = 0,1,2,.... [QED]

Akibat F. Misalkan 1 € L?*(R) sebuah fungsi bertumpuan kompak sedemikian se-

hingga C*°. Maka {1, : j,k € Z} tidak mungkin merupakan himpunan ortonormal
di L*(R).
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Bukti. Jika {1 : j,k € Z} merupakan himpunan ortonormal di L?(R), maka menurut
teorema di atas semua momen dari ¢ bernilai 0. Karena itu untuk semua polinom p(x),

kita mempunyai

/R p(2)$(@) da = 0.

Karena v bertumpuan kompak, diberikan ¢ > 0 kita dapat menemukan suatu polinom
p(x) sedemikian sehingga sup, ¢y [1(z) — p(z)| < €, dengan K menyatakan tumpuan 1)

(berdasarkan Teorema Aproksimasi Weierstrass). Akibatnya

lll? = /R () (@) dz = /K () — p(@)|P(@) do
Se/wandx:enwnl.

Mengingat |[1|1 < oo dan € > 0 sebarang, kita haruslah mempunyai ||[¢||3 = 0, yang

bertentangan dengan keortonormalan {¢; : j,k € Z}. [QED]

16.4 Teorema sampling

Teorema di bawah ini merupakan bentuk lain dari Teorema Sampling Shannon

yang dibahas pada §12.3.

Teorema G. Misalkan V; = {f € L*(R) : f konstan pada [277k,277(k + 1)), k €
Z}, j € Z dan ¢ = x[p,1). Maka, untuk setiap f € Vj, berlaku

fl@) =) f27k)$(2x - k).

keZ

Bukti. Kita tahu bahwa {V;} merupakan suatu AMR pada L?(R) dan ¢ fungsi skala,
yakni {¢(- — k) : k € Z} membentuk basis ortonormal untuk V4. Selanjutnya, keluarga
fungsi ¢; x(7) = 27/2¢(22—k), j, k € Z membentuk basis ortonormal untuk V;. Karena

itu, untuk setiap f € Vj, berlaku

f - Z(f? ¢j,/€>¢j,k7

kEZ
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dengan

(F650) =27 [ f(a)o(2 ~ ko
R
' 279 (k+1)
= 23/2/ f(x)dx
2-Jk
‘ 277 (k+1) '
= 23/2/ f(277k)dx
2-Jk
= 2_j/2f(2_jk)7
sesuai dengan yang dinyatakan. [QED]
Teorema H. Misalkan {1; : j,k € Z} basis ortonormal yang diperoleh dari wavelet
. Maka,
F=20 (Fxdi0) @Ry

JEZ kEZ

dalam norma L?(R). (Di sini, j(z) = g(—x).)

Bukti. Tuliskan

f= Z Z(f; V5. 1) Vi k-

jez kez
Namun,
(fs k) :/ f(@)Yjx(x) d
R
— [ @2 R da
R
— [ @iz o
R
— [ Fadso2 Ik~ ) ds
R ~ .
= f * wj,O(Q_Jk)'
Jadi,

F=Y0 (F*0) 277k ks

JEZ kEZ

seperti yang diinginkan. [QED]

16.5 Soal latihan

1. Misalkan {V;} suatu AMR pada L?(R). Buktikan bahwa V;,1 =V; @ W,, j € Z.
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2.
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Buktikan jika {¢)(- — k) : k € Z} merupakan basis ortonormal untuk Wy, maka
untuk setiap j € Z, {27/24(27 - —k) : k € Z} merupakan basis ortonormal untuk
W;.

Tunjukkan jika 1 merupakan fungsi kontinu yang bertumpuan kompak pada R,
maka 1 memenuhi ketaksamaan

C

untuk r =1, 2, 3, ... sembarang.
Misalkan ¢ € L?*(R). Buktikan bahwa {¢(- — k) : k € Z} merupakan himpunan

ortonormal jika dan hanya jika
> 1€ +2km)* =1
keZ

hampir untuk setiap £ € R. (Petunjuk: Gunakan Kesamaan Plancherel dan sifat

transformasi Fourier yang terkait dengan translasi.)
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17. Transformasi Wavelet Kontinu dan ‘Rangka’

Pada Bab 16 kita mempelajari basis ortonormal {e?™™%g(x —n) : m,n € Z}

dengan g = x|o,1). Terkait dengan basis ini, transformasi

f— / f(x)g(x —n)e™?™™%dx,  m,n € Z,
R

dikenal sebagai transformasi Fourier jendela. Dalam versi kontinu, transformasi ini

beraksi sebagai berikut

e /R f@)g(z — T)e™*"%dz, €1 ER.

(¢ menyatakan frekuensi, 7 menyatakan waktu.) Transformasi Fourier jendela dapat
dipakai untuk menganalisis waktu dan frekuensi suatu signal.

Pada bab ini, kita akan mempelajari transformasi wavelet kontinu dan konsep
rangka (Ing. frame). Sebagian besar materi yang dibahas di sini disadur dari buku

“Ten Lectures on Wavelets” karangan I. Daubechies (STAM, 1992).

17.1 Transformasi wavelet kontinu dan kesamaan resolusi

Lebar jendela yang seragam (= supp ¢) merupakan suatu kelemahan pada transfor-

masi Fourier jendela. Untuk mengatasi kendala tersebut, kita gunakan keluarga fungsi

xr —

ban(@) =l 2p(5=0), ab e R, a #0,

di mana ¢ memenuhi persyaratan tertentu (di sini ¢ juga disebut wavelet, namun
berbeda dengan wavelet ortonormal yang dibahas pada Bab 15). Transformasi wavelet

(kontinu) dalam hal ini bekerja sebagai berikut

f»—>]a|_1/2/ f(ac)v,b(x_b)dx, a,b € R, a#0;
R
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dan dalam versi diskrit

fr—>aj/2/f V(ale — kbo)dz, .k € Z,

untuk suatu ag > 1 dan by > 0 (sebagai contoh ambil, misalnya, ag = 2 dan by = 1).

Salah satu kelebihan transformasi wavelet adalah sifat keluarga fungsi v,; yang
mempunyai jendela lebar untuk menganalisis frekuensi rendah dan pada saat yang sama
mempunyai jendela sempit untuk menganalisis frekuensi tinggi.

Untuk selanjutnya, asumsikan bahwa ¢ € L?(R) sedemikian sehingga ||7|| = 1 dan

Cy = /R D(6)2le) e < oo,

yang merupakan syarat yang harus dipenuhi oleh v untuk menjadi wavelet. (Jika ¢ €
L'(R), maka v kontinu. Dalam hal ini syarat di atas akan dipenuhi hanya jika n (0) =
0, yakni hanya jika [g¥(x)dr = 0. Sebaliknya, jika [; ¥(z)dz = 0 dan, misalnya,
Jr (X + |z[)¥]eh(x)|dr < co untuk suatu o > 0, maka ¢ akan memenuhi persyaratan di
atas.)

Untuk kemudahan notasi, kita tuliskan transformasi wavelet dari f sebagai

W f(a,b) = (£, ba) = a] /2 /R Flap (2 ")as.

Catat bahwa |W f(a,b)| < ||f|| menurut ketaksamaan Cauchy-Schwarz.
Fungsi f dapat direkonstruksi dari transformasi waveletnya melalui kesamaan res-

olusi di bawah ini.

Teorema A (Kesamaan resolusi) Untuk setiap f,g € L*(R) berlaku
/ / W f(a,b)Wg(a,b)a"2dadb = Cy(f,g).
RJ/R

Bukti. Untuk setiap f,g € L?(R), kita mempunyai

//Wfang(ab Zdadb_// 27T/f &)|al'/ 2 € (ag)de ]

[%/ G(E)lal 2™ f(ag')de’ | a~2da db.
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Suku pertama dalam kurung siku dapat dipandang sebagai invers transformasi Fourier

dari F, (&) = |a|V/2F(€)1h(a&); sementara suku kedua sebagai konjugasi dari invers trans-

formasi Fourier dari G,(§) = |a|1/2A(£)w(a§).

Berdasarkan Teorema Fubini dan kesamaan Plancherel, kita peroleh

/R /RWf (a,0)Wg(a, b)a™*dadb = / / £y (b)Ca(b) dba2da
= / / €)d¢ a ?da
— o | | R e lal o

- //' (a&)[*[al~'da f(€)g(€)de
—C'w f,9)

(Substitusi ¢ = a¢ dilakukan untuk memperoleh Cy, pada langkah terakhir.) [QED]

Catatan. Menggunakan kesamaan resolusi di atas, kita dapat merekonstruksi f melalui

_ -1 -2
—c; /R /R W f (0, b p(x)a~2da db,

setidaknya secara lemah.

Sebagai kasus khusus dari Kesamaan Resolusi, yaitu ketika f = g, kita mempunyai

/R|f($)|2d$ZClzl/R/RIWf(a,b)l%_zdadb.

Dalam perkataan lain, W memetakan L?(R) secara isometrik ke L?(R?; C’Jla_zda db)
(ruang semua fungsi kompleks F' pada R? dengan ||| F|||* = C’Jl Jr J& |F(a,b)|?a"2dadb
o0). Ruang L?(R?; Cy Ya=2da db) yang dilengkapi dengan norma

1/2
I =c; ([ [ 1P daa)
RJR

merupakan suatu ruang Hilbert. Sementara itu, WL*(R) = {Wf : f € L?(R)} hanya

membentuk suatu ruang bagian sejati tertutup dari L?(R?; C’Jla_2da db).
Argumentasi berikut menunjukkan bahwa W L?(R) merupakan suatu RKHS, yakni

F(a,b) = (K(a,b,-,-), F(-, -))LQ(R2;C;1(a,),2da, apy untuk suatu kernel K (a,b,a’,b").
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Misalkan F' € WL*(R) dan f € L?(R) sedemikian sehingga W f = F. Maka kita
mempunyai (dengan menggunakan Teorema Fubini)
F( ) f wa b
—c; / [ W@ (@) e’ b Gl da

2 / / W f(a', 6" Y Wepap(a’, ') (a) "2 da’ db’
- ;//Kabab' F(d',b')(a)"?da’ db’
(a,b;+,), F () 2 (re, :C;t (a)~2da’db)

dengan
K(a7 ba alu bl) = Wwa,b(a/7 bl) = <¢a’,b’ y ¢a,b>

sebagai kernel yang dimaksud.

17.2 Diskritisasi dan rangka

Dalam transformasi wavelet kontinu, kita bekerja dengan keluarga fungsi

~b
Yap(@) = la " 2p(5=2), abeR.a#0,

dengan ¢ € L?(R) memenuhi syarat

/ €71 (6 [2de < .
R

Untuk selanjutnya, demi kemudahan, kita akan mengasumsikan a > 0, sehingga syarat

yang harus dipenuhi oleh 9 menjadi

/0 €71 (6 [2de < .

dan .
/_ € (E) e < oo

(Syarat ini lebih kuat daripada syarat sebelumnya.)
Dalam prakteknya, kita hanya membatasi a dan b pada sejumlah diskrit nilai,
katakan
a=ag’, b=kboag’, j k€Z,
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untuk suatu ag > 1 dan by > 0 sedemikian sehingga ¥ (x — kbg),k € Z, ‘menutupi’

seluruh garis bilangan real. Dalam hal ini kita peroleh keluarga fungsi

: — kboag? : :
bn(z) = %/%p(%) = o/ %p(alx — kbo), .k € Z.
Qg

(Perhatikan jika ag = 2 dan by = 1, maka kita dapatkan 1, x(z) = 29/2(27z — k).)
Pertanyaannya sekarang adalah: apakah kita dapat merekonstruksi f dari koefisien-
koefisien (f,v; k), j,k € Z (yang stabil secara numerik)? Jawabannya tidak selalu ya
karena 1; , j, k € Z, secara umum tidak membentuk basis ortonormal untuk L?(R).
Walaupun demikian, dalam kasus tertentu, dapat kita peroleh jawaban positif.

Secara umum fungsi f dapat direkonstruksi dari koefisien-koefisien (f, 1, ») apabila

<f7wj,k>:<g7wj,k> VJ,kGZ:>ng

Namun kita ingin lebih daripada itu: kita ingin dapat merekonstruksi f dari koefisien-
koefisien (f,; ) dengan cara yang stabil secara numerik.
Pertama, barisan koefisien ((f,1;x)) harus konvergen untuk setiap f € L?(R). Ini
tidak menjadi masalah karena pada umumnya kita mempunyai
Z|<f7¢j,k>|2 SB||f||27 fELQ(R)a
Ik
untuk suatu B > 0. Kedua, persyaratan kestabilan menghendaki jika > [(f, v x)|?

Jsk
kecil, maka || f|| harus kecil pula. Ini berarti bahwa kita harus mempunyai

AIFIZ <D I f € AR,
.k
untuk suatu A > 0. Jadi, ¥ haruslah memenuhi
AFIP <Y I F v P < BIFIP,  f e LPR),
ik
untuk suatu konstanta A dan B dengan 0 < A < B < o0.

Sekarang kita sampai pada definisi rangka, yang pertama kali diperkenalkan oleh

Duffin & Schaeffer (1952) dalam konteks deret Fourier non-harmonik.
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Keluarga fungsi {¢;} dalam ruang Hilbert H disebut rangka apabila terdapat kon-
stanta A dan B dengan 0 < A < B < oo sedemikian sehingga

AlIFIP <D I8P < BIfI?  feH.
J
Konstanta A dan B disebut batas rangka yang bersangkutan. Jika kedua konstanta A

dan B sama, maka rangka yang bersangkutan dikatakan ketat.

Catatan. Dalam suatu rangka yang ketat, kita mempunyai
D Kfenl=AlfIP, feH,
J
sehingga (berdasarkan kesamaan polarisasi)

Alf,9) =Y (f,65)(¢5,9)

J

atau (secara lemah)

F=A"(f.0)0;.
J

Contoh 1. Sebarang basis ortonormal untuk ruang Hilbert H jelas merupakan suatu

rangka yang ketat, dengan batas rangka A = B = 1. Sebaliknya tidak selalu berlaku.

Misalkan H = R?. Keluarga vektor {vy,vs,v3} dengan vy = (0,1), vg = (—%g,—%)
dan vz = (‘/75, —%), membentuk suatu rangka yang ketat (periksa bahwa untuk setiap

u = (a,b) € H berlaku Z?:l [(u,v;)|> = 2||ul*), namun jelas bukan merupakan basis

ortonormal untuk H.

Fakta B. Jika {¢,} suatu rangka yang ketat dengan batas rangka A =1 dan ||¢,|| =1

untuk setiap j, maka {¢;} merupakan basis ortonormal.

Bukti. Karena {¢;} memenuhi Kesamaan Parseval, maka ia lengkap. Selanjutnya kita

periksa bahwa untuk setiap £ berlaku

lowll* =D 1wk, 6101 = llowll* + > [(on, 6.
j

j#k

Karena [|¢x|| = 1, maka (¢;, ¢r) = 0 untuk setiap j # k. Jadi, {¢;} ortonormal. [QED]
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17.3 Syarat perlu dan syarat cukup untuk membentuk rangka

Diberikan wavelet v, kita lakukan diskritisasi terhadap ¢ untuk memperoleh kelu-
arga fungsi v, () = ag/zw(a%x — kbg), j,k € Z. Kemudian, untuk setiap f € L*(R),
kita dapat membuat kode untuk f berupa barisan koefisien ((f,v;)). Jika {¢; :
J, k € Z} membentuk suatu rangka yang ketat, maka kita dapat merekonstruksi f de-

ngan cara yang stabil secara numerik melalui
F=A (Fksne
3.k

Namun, masalahnya, tidak ada jaminan bahwa {5 : j,k € Z} membentuk rangka
(vang ketat).

Syarat perlu bagi {¢; : j,k € Z} untuk membentuk rangka adalah bahwa 1
harus memenuhi persyaratan untuk menjadi wavelet, seperti tersirat dalam teorema di

bawah ini.

Teorema C (Syarat perlu untuk membentuk rangka) Jika {1, : j, k € Z} membentuk
rangka dengan batas rangka A dan B, maka

b() In an
27

bo In ao

B
27

A< /0 (€)1 de <

dan

bo 11’1&0 0 -~ 2 . —1 bo IDCLO
AL d¢ < B
A< [P ta < 22,

-0

yakni 1 memenuhi persyaratan untuk menjadi wavelet.
Bukti. Lihat Daubechies.

Walaupun ¢ memenuhi persyaratan untuk menjadi wavelet, tidak setiap pemilihan
ap dan by akan menghasilkan rangka. Syarat cukup bagi ¢ agar {¢;r : j, k € Z}

membentuk rangka diberikan oleh teorema berikut.

Teorema D (Syarat cukup untuk membentuk rangka) Jika [¢(€)| < C|€]*(1 + |¢])~#
untuk suatu o > 0 dan 8 > « + 1, maka terdapat ag dan by > 0 sedemikian sehingga

{¥jr : j, k € Z} membentuk rangka.

Bukti. Lihat Daubechies.
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Contoh 2. Fungsi topi Meksiko

2 2
V(@) =~ VA1 = a?)e 2,
V3
z2/2

yang merupakan turunan kedua yang ternormalisasi dari fungsi Gauss G(x) = e~ ,
dapat menghasilkan suatu rangka dengan rasio batas rangka B/A ~ 1 untuk ag < 2%/4.
Namun, untuk ag = 2, rasio B/A agak jauh dari 1 seperti yang ditunjukkan oleh

tabel di bawah ini (dicuplik dari Daubechies). Ini terjadi karena amplitudo osilasi

Yiez 1(29€)|? terlalu besar.

bo .25 .50 .75 1.00 1.50
B/A 1.083 1.083 1.083 1.116 12.986

Untuk memperoleh rangka yang ketat, kita harus menggunakan sejumlah N wavelet
berbeda 1!,..., 9N (misalnya dengan memilih 1 (x) = 270=D/Ney(2=G=D/Nyg) 1y =
1,...,N), kemudian bekerja dengan rangka {zb;k ci=1,...,N;j,k € Z}. (Ini dapat
diinterpretasikan sebagai menggunakan N suara per oktaf.) Untuk N = 3, misalnya,

kita mempunyai tabel di bawah ini (dicuplik dari Daubechies):

bo .25 .50 75 1.00  1.50
B/A 1.000 1.000 1.000 1.010 1.947

17.4 Soal latihan

1. Misalkan ¢ € L*(R). Tunjukkan bahwa ¢ (0) = 0 jika dan hanya jika Jr ¥(x)dx =
0. Apa interpretasi anda tentang 1) dalam hal ini?

2. Tunjukkan jika [g ¢(x)dz =0 dan [g (14 |z])*[¢(x)|dz < oo untuk suatu a > 0,
maka [ [1(&)[?|¢]1d¢ < 0.

3. Tunjukkan bahwa [q 9p(af)|?|a| " da = Jr 1$(¢)[2[¢|7'd¢.  (Gunakan substitusi
¢ =at)

4. Turunkan/peroleh syarat yang harus dipenuhi oleh ¢ untuk menjadi wavelet dalam
hal a > 0, yakni

[e'e) 0
/0 €7 Y (€)[dE < 0o dan / €17 (€)% dE < oo
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. Misalkan {¢;} merupakan rangka yang ketat di ruang Hilbert H, yakni
AIFIP =D 1)) Y feH.
J

Buktikan bahwa
Alf,g) =D (frdi){s.9), Vg€ H.

J

. Tunjukkan bahwa keluarga vektor {(0, 1), (—‘/75, -3), (‘/75, —2)} membentuk suatu

rangka yang ketat di R2.

. Diketahui fungsi Gauss G(z) = e~ /2, tentukan G”(z), ||G”||, dan ¥(z) = %
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18. Lebih Jauh tentang Rangka

Kita akan membahas rangka lebih jauh, khususnya bagaimana ia digunakan untuk
merepresentasikan fungsi dan bagaimana kita dapat merekonstruksi fungsi itu kembali
(dari rangka) dengan lebih baik. Materi pada bab ini juga disadur dari buku ”Ten
Lectures on Wavelets” karangan I. Daubechies (SIAM, 1992).

18.1 Operator rangka

Misalkan H ruang Hilbert dan {¢; : j € J} suatu rangka di H, yakni terdapat
A, B € R dengan 0 < A < B < oo sedemikian sehingga
AFIZ <Y KF 00 < BIFIP, feH.
jedJ
Kita definisikan operator rangka F' sebagai berikut: Operator F' yang memetakan

setiap fungsi f € H ke barisan ({f, ¢;))jcs € (*(J), yakni F : f — Ff dengan

(Ff)j:<fa¢j>a jGJ,

disebut operator rangka pada H.

Misalkan F' suatu operator rangka pada H. Jelas bahwa F' merupakan operator
linear. F juga terbatas dengan |||F|| < B'/2, karena

IFFI? = [ 001> < BIFI®,  feH.
jeJ
(Di sini ||| F||| menyatakan norma operator F', yang nilainya sama dengan konstanta C
terkecil yang memenuhi ||Ff|| < C||f|, f € H.) Selanjutnya, operator adjoint F', yakni
F*, dapat diperoleh sebagai berikut. Misalkan ¢ = (c;)jes € I2(J). Maka
(Fe.fy = (e, Ff) = Y el 67)
jedJ

=3 el 1) = o5, f)

JEJ jeJ
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Jadi, F*c = Zjejcj¢j7 setidaknya secara lemah. Selanjutnya, mengingat |||F*|| =

||F||| (lihat Kreyszig) dan |||F||| < B/2, kita peroleh
1l =< [IIF*[ llell = N1E el < BY2|lell, ¢ € 12(J).
Sekarang tinjau operator F*F', yang bekerja pada H sebagai berikut:

F*Ff=F"((f,¢;)) =Y (f.¢;)¢;, [f€H.

JjeJ
Teorema A. Misalkan I menyatakan operator identitas pada H. Maka,
Al < F*F < BI,
sehingga F*F' mempunyai invers, dan

B 'I<(FF) ' <AL

Bukti. Untuk setiap f € H, kita mempunyai

ST )P = IFfI? =(Ff,Ff) = (F*Ff,f),

jeJ
oleh karena itu,

AI < F*F < BIL.

Selanjutnya, karena A > 0, maka F*F mempunyai invers, dan
B M <(F'F)"'<A™1
(lihat Daubechies untuk detilnya). [QED]

18.2 Rangka dual
Keluarga {¢; : j € J}, dengan
¢j = (F*F)"'¢;, je,

disebut rangka dual dari {¢; : j € J}.
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Teorema di bawah ini menunjukkan bahwa {QEJ : j € J} sungguh membentuk

rangka.
Teorema B. {QEJ : j € J} merupakan rangka dengan batas rangka B~1 dan A™!.

Bukti. Jelas bahwa F*F' self-adjoint, sehingga ((F*F)_l)* = (F*F)~!. Akibatnya,

untuk setiap f € H, kita mempunyai

(£ 05) = (f.(F*F) "' g;) = (F*F)™' £, ;).
Sekarang perhatikan bahwa
S KF )P =D KEF) T foop)f = |[FEF)f|?

jeJ jed
= (F(F*F)" U, F(F*F)"' )

= ((F*F)"f, (F*F)(F*F)~ f)
= ((F"F)7'f, ).
Jadi, mengingat B~!I < (F*F)~! < A7!1, kita peroleh
BUFIP <Y 801 < A1,
JjeJ
sesuai dengan yang diharapkan. [QED]

Teorema C. Operator rangka I yang memetakan setiap fungsi f € H ke barisan
((f, ¢))jes di 1?(J) memenuhi

(a) F = F(F*F)~";

(b) F*F = (F*F)~1;

(c) F*F =1=F*F;

(d) FF* = FF* merupakan operator proyeksi ortogonal terhadap R(F) = R(F) di
2(J).

Bukti. Latihan.

18.3 Skema rekonstruksi

Perhatikan bahwa F*F = I = F*F berarti

F*Ff=f=FFf, feH,
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yakni
STfb)d = f =Y (f.0))6;, feH.

jeJd jed
Ini berarti kita dapat merekonstruksi f dari ((f, ¢;)) e melalui kesamaan
f= {fe)(F F)";.
jEJ
Jika A ~ B, maka F*F ~ A43BI, sehingga (F*F)™! ~ 1251 dan ¢; = 25¢;
untuk setiap j € J. Oleh karena itu, f ~ MLB > icslf 9j)d;. Tepatnya,

2

f= g 2 féies + BF,
JjedJ
dengan
2
E=1- F*F.
A+ B
Mengingat AI < F*F < BI, kita peroleh
B-A B—-A
— I<E<—1I
B+A - T B+4+A’
sehingga
B-A r
El| < =
B < 55 = 50—

dengan r = % —1 > 0. Jadi, jika kita menghampiri f dengan ,AH—LB Zjej(f? $j)¢;, maka

kesalahan maksimumnya adalah 57| f.
Untuk memperoleh hampiran yang lebih baik, kita amati lebih lanjut bahwa F*F =
AEB (I — E), sehingga (F*F)~! = AJFLB(I — E)~L. Karena ||E|| = sy < 1, maka

> o EF konvergen dalam norma dan Y oo E" = (I— E)~!. (Disini E° = L) Jadi,

untuk setiap j € J, kita mempunyai

7 * — 2 - n
¢; = (F"F) 1¢j=A_|_an::OE b5,

dan karena itu

2 SN
/= A+Bz<f,¢j>;:joE 2

jeJ
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Hampiran yang lebih baik dapat diperoleh melalui

2 N
f= A+BZ<f,¢>j>;OE a8

jeJ
untuk suatu N € {0,1,2,...} yang cukup besar.

Suatu algoritma rekonstruksi f dapat diperoleh dengan menuliskan

f=(FF) N FF)f = lm fx

dengan
9 N
In=gp 2 EFR)f
n=0
_ 2 F*F 2§ E"(F*F
e IR WY
= MLB(F*F)f+EfN1
2 2
=118 Z(f, $)0; T In-1— g Z(fzvfmbﬂ%
JjeJ Jjed
2
= vt g 2 () = {fn1,65) 5
jEJ

Jadi, f dapat direkonstruksi secara iteratif, mulai dengan

2 2

fo= 5 Ff= A+Bj€§;<f,¢j>¢j,
2
fr="fo+ A+Bj;(<f, 6;) = {fo, 85)) 65

dan seterusnya, sampai memenuhi ketelitian yang diinginkan. Kesalahan maksimumnya

diberikan oleh teorema di bawah ini.

Teorema D. Untuk setiap j € J dan N € {0,1,2,...}, tulis ¢~S§V = ﬁ ETILO E"¢;.
Maka,

P thenad| < () s
| |< ()

7Y, 24r

Bukti. Latihan.



132  Hendra Gunawan
18.4 Soal latihan

1. Buktikan Teorema C pada §18.2.
2. Tunjukkan bahwa rangka dual dari {¢; : j € J} adalah {¢; : j € J}.
3. Buktikan Teorema D pada §18.3.
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19. Penutup

Bila aplikasi deret dan transformasi Fourier telah cukup banyak dibahas, maka
berikut ini disajikan ilustrasi bagaimana wavelet Haar digunakan dalam analisis dan
pemrosesan signal, khususnya citra digital.

Misalkan kita mempunyai sebuah gambar atau citra (berdimensi dua) yang ber-
ukuran 1 x 1 satuan luas. Secara matematis, gambar ini dapat kita anggap sebagai
sebuah fungsi bernilai real yang terdefinisi pada persegi [0,1] x [0,1], dengan nilai di
setiap titik menyatakan intensitas warna gambar di titik tersebut. Dengan perkataan
lain, setiap titik dalam gambar tersebut kita kaitkan dengan sebuah bilangan yang
mengukur intensitas warna di titik tersebut.

Dalam prakteknya, yang biasanya kita lakukan kemudian adalah diskritisasi. Kita
bagi persegi [0, 1] x [0, 1] tadi atas sejumlah persegi kecil, yang kita sebut pizel, dan se-
tiap pixel kita kaitkan dengan sebuah bilangan, katakanlah 0,1,...,255, yang mewakili
warna dominan pada pixel tersebut. Dengan demikian, kita peroleh sebuah matriks,
katakanlah berukuran n x n, dengan entri bilangan bulat 0,1,...,255. Matriks ini

menyajikan sebuah citra digital, yang merupakan hampiran dari citra aslinya.

19.1 Pemrosesan signal 1D

Untuk menganalisis dan memroses citra ini dengan menggunakan wavelet Haar,
marilah kita tinjau bagaimana kita berhadapan dengan signal atau “citra” digital berdi-

mensi satu. Misalkan kita mempunyai matriks baris berikut
M =4 8 3 1]
Matriks ini dapat dinyatakan sebagai deret Haar

M = 4[¢] + 2[¢] — 2[¢1,0] + 1[th1,1]
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dengan

[ro] =01 -1 0 0
[ra] =00 0 1 —1]

Matriks M menyatakan citra dengan resolusi 4, yang tidak lain merupakan sebuah
fungsi pada [0, 1] yang bernilai 4 pada seperempat interval pertama, 8 pada seperempat
interval kedua, 3 pada seperempat interval ketiga, dan 1 pada seperempat interval
keempat. Matriks [¢] tidak lain merupakan fungsi ¢, demikian pula matriks [¢], [¢1 0]
dan [¢1 1] menyatakan fungsi ¢, 11 dan ¢y 1.

Koefisien Haar pada uraian deret Haar di atas tentunya dapat dihitung dengan ru-
mus yang kita punyai, namun dengan penyajian dalam bentuk matriks koefisien terse-
but tentunya dapat pula diperoleh dengan menyelesaikan sistem persamaan linear yang
terkait. Cara lainnya berkaitan dengan konsep analisis multi resolusi, yakni dengan
perataan dan pencatatan kesalahannya, sebagai berikut.

Diberikan matriks M dengan resolusi 4 seperti di atas, kita hitung rata-rata setiap

dua suku sehingga kita peroleh matriks M; dengan resolusi 2 di bawah ini

M=[6 6 2 2+[-2 2 1 -1

Matriks pertama di ruas kanan merupakan representasi dari M; dengan resolusi 4, se-
mentara matriks kedua menyatakan kesalahan pada proses perataan di atas. Perhatikan

bahwa matriks kedua di ruas kanan dapat diuraikan lebih lanjut sebagai
—201 -1 0 0+10 o0 1 -1

Proses perataan kita lanjutkan sekali lagi terhadap M; sehingga kita peroleh ma-

triks Mo dengan resolusi 1 berikut

Mo

|
=
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dan kesalahannya

2 -2

Sebagai matriks dengan resolusi 4, M, merepresentasikan
4 4 4 4=41 1 1 1]
sementara kesalahannya
[2 2 -2 =2|=21 1 -1 -1

Matriks M; dapat diperoleh kembali dengan menjumlahkan kedua matriks tersebut,
dan M pun dapat diperoleh kembali persis seperti di atas.

19.2 Pemrosesan citra 2D

Sampai di sini kita telah melihat bagaimana menganalisis suatu signal atau citra
digital berdimensi satu dengan menggunakan wavelet Haar. Untuk memroses citra terse-
but, misalnya menyimpan citra tersebut (secara digital dalam komputer, misalnya) dan
mengambilnya kembali suatu saat serta merekonstruksinya, kita cukup menyimpan ko-
efisien Haar-nya. Tetapi, tunggu dulu, apa untungnya menyimpan koefisien Haar-nya?
Bukankah banyaknya data (baca: bilangan) yang disimpan akan sama saja banyaknya
dengan banyaknya data semula?

Pada contoh di atas, ya. Namun secara umum bila kita berhadapan dengan sebuah
citra dengan resolusi 1024 x 1024, misalnya, sejumlah koefisien dapat bernilai 0 (ini
terjadi misalnya ketika dua bilangan yang berdampingan pada suatu tahap bernilai
sama) atau jauh lebih kecil dibandingkan dengan yang lainnya sehingga dapat dianggap
0. Nah, pada saat itulah penghematan tempat penyimpanan (istilah komputer: memori)
dapat dilakukan. Bila ini dilakukan, tentunya hasil rekonstruksinya nanti tidak akan
sama persis dengan citra semula, tetapi merupakan hampiran.

Citra digital berdimensi dua dapat digarap secara serupa, tentunya dengan meng-
gunakan wavelet berdimensi dua pula, yang pada prinsipnya dapat diperoleh dengan
mengambil tensor atau hasilkali wavelet berdimensi satu. Bila wavelet Haar berdi-

mensi dua yang digunakan, proses perataan dan pencatatan kesalahan seperti di atas
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tetap dapat dilakukan (tentunya sedikit lebih rumit) dalam tahap analisisnya. Proses
penyimpanan dan rekonstruksinya dapat dikatakan sama saja.

Berikut adalah citra digital ‘Lena’ beserta hasil rekonstruksinya dengan wavelet
Haar, dengan ‘memangkas’ 90% koefisien terkecil. Perhatikan bahwa mata kita hampir

tidak dapat membedakan kedua gambar tersebut.

Gambar 19.2: Lena dan rekonstruksinya

Dalam beberapa tahun terakhir, teori wavelet dan aplikasinya telah banyak men-
galami kemajuan. Sebagai contoh, pada pemrosesan citra, wavelet telah digunakan
pula untuk mengolah citra yang ‘rusak’ (dalam arti yang luas), misalnya karena buram
atau tergores. Puluhan, bahkan ratusan, artikel tentang wavelet dan aplikasinya dapat

ditemukan di Internet (misalnya via http://scholar.google.com).
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